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Kapitel 1
Einleitung

Die Warmelehre oder Thermodynamik gilt allgemein als begrifflich schwierig und wegen
ihrer Unanschaulichkeit besonders fiir den Anfanger als schwer faflbar. Der Aufbau ist
eigenwillig und zum Beispiel dem der Mechanik oder Elektrodynamik kaum verwandt,
so dal man keine weiterreichenden Analogien findet und sich daher die Zusammenhénge
nicht durch Vergleiche mit anderen Teilgebieten der Physik verdeutlichen kann. Versuchen
wir gar, Riickhalt in der Anschauung zu finden, einer Anschauung, mit der wir die Pro-
bleme unserer Alltagsumwelt bewéltigen, so wird das Verstdndnis der Thermodynamik
eher noch erschwert. Man begegnet einer Vielfalt von Begriffen wie Entropie, Enthalpie,
Zustandfunktion, Kreisprozef}, freie Energie, Reversibilitat, Fugazitat usw., die in ihrer
Abstraktheit und Mannigfaltigkeit dem Lernenden den Uberblick nicht gerade erleichtern.

Schon das Beispiel des Begriffes ,,Wéarme® zeigt einen deutlichen Gegensatz zwischen
Theorie und Anschauung: Wahrend wir im Alltag von Wéarme sprechen, die im Ofen
erzeugt wird, die ein geheiztes Zimmer enthélt und die mit der Luft aus dem Zimmer
stromt, wenn wir das Fenster 6ffnen, so spricht die Physik keinesfalls von im Ofen erzeug-
ter, im Zimmer enthaltener und aus dem Fenster stromender Warme. Das Wort Warme
bezeichnet in der theoretischen Physik in Strenge allein die durch unregelméafiige Moleku-
larbewegung oder Strahlung einem Korper zugefiihrte Energie und nicht irgendeinen in
der Materie schon enthaltenen oder entstehenden Energieanteil. Wie ,, Arbeit“ kennzeich-
net die ,, Warme“ der Physik eine Ubertmgungsform, nicht eine Daseinsform der Energie,
oder in der mathematischen Sprache der herkdmmlichen Thermodynamik ausgedriickt:
Die Warmegrofle @ ist wie die Arbeit keine Zustandsfunktion, und ihr Differential d@ ist
unvollstandig. Der Zwiespalt zwischen Theorie und Anschauung offenbart sich besonders,
wenn man beobachtet, dafl selbst naturwissenschaftlich Ausgebildete die Zusammenhéange
oft nicht klar tibersehen. Es behauptet sich zum Beispiel hartnéckig die Meinung, daf
einem Korper Warme nicht nur zugefithrt werden kann, sondern dafl er sie auch enthélt,
was vom Standpunkt der Anschauung verstédndlich, vom Standpunkt der Theorie aber
falsch oder nur unter sehr speziellen Voraussetzungen vertretbar ist.

Offenbar bewaltigen wir unsere Umwelt, und zwar recht gut, mit einem anderen Warme-

begriff als die Physik, woran selbst langjahriger Schul- und Hochschulunterricht bisher
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nicht viel zu dndern vermochten. Es liegt daher nahe, wenigstens einmal zu versuchen,
und sei es nur als Denkspiel, ob sich eine Theorie nicht auch auf die elementaren Warme-
vorstellungen griinden 148t. Was man nie ernsthaft erwogen hat, gelingt tatséchlich. Man
gelangt trotz des vollig anderen Ausgangspunktes zur bekannten Thermodynamik zurtick.
Nur ruht das Lehrgebaude auf anderen Fundamenten, ist begrifflich anders geordnet und
frei von lediglich aus formalen Griinden eingefiihrten Grofien.

Fiir die neue Fassung spricht, dafl sie mathematisch straffer, begrifflich einheitlicher
und mit den laienhaften Anschauungen vertraglich ist, wider sie spricht, daf} sie gegen
iiber hundertjahrige Denkgewohnheiten verstoit. Man kann diesen Gegensatz mildern,
der uniiberbriickbar im Warmebegriff hervortritt, indem man das doppelsinnige, jedoch
gerade im bisherigen wissenschaftlichen Sprachgebrauch leicht entbehrliche Wort Wérme
moglichst vermeidet. Im néchsten Abschnitt kénnen wir noch nicht auf diese Bezeichnung
verzichten, wollen dies aber in den spateren Teilen der Eindeutigkeit zuliebe tun, obwohl

dadurch die Aussagen weit weniger pragnant und anschaulich werden.
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Reine Warmelehre

Dieser Hauptteil ist den eigentlichen Warmeerscheinungen gewidmet. Hier sollen die Mes-
sung, Ausbreitung und Erzeugung der Wérme, der Energieumsatz bei Warmeiibertragun-
gen und Begriffe wie Temperatur, Warmekapazitat, Warmekraftmaschine in den Grundziigen
erlautert werden. Die Gesetze, die den Zusammenhang der thermischen mit anderen phy-
sikalischen Gréflen beschreiben, also Erscheinungen wie thermische Ausdehnung, adia-
batische Abkiihlung, Umwandlungswérme, Thermoelektrizitit, sind Gegenstand spéterer
Kapitel.

2.1 Warme

Man pflegt in der Physik die gefundenen Gesetzméfigkeiten als mathematische Beziehun-
gen zwischen Groflen darzustellen. Groflen werden durch eine Vorschrift, wie sie zu messen
oder aus mefibaren Gréflen zu berechnen sind, definiert. Um bei diesen Definitionen sinn-
voll vorgehen zu kénnen, miissen wir uns als erstes einen qualitativen Uberblick iiber das
Gebiet verschaffen. Erst dann konnen wir gezielt das die Warmegréfle definierende Mef3-
verfahren so wahlen, dafl diese die durch die Alltagserfahrung und den allgemeinen Sprach-
gebrauch nahegelegten Eigenschaften auch erhélt, vorausgesetzt, die Natur ist iberhaupt

so beschaffen, dafl dies gelingt.

2.1.1 Der anschauliche Warmebegriff

Welche Vorstellung hat ein Laie eigentlich von der Warme? Man kann verschiedene Denk-

stufen feststellen. In Kiirze:

1. Denkstufe: Wérme ist dhnlich wie Kalte eine Eigenschaft, die ein Korper besitzt. Man
kann sie durch Reiben oder Feuer erzeugen. Wenn die Einwirkung aufthort, verschwindet
der Warmezustand allméhlich wieder. ein heifler Korper kiihlt sich von selbst langsam

ab, ebenso wie ein kalter sich langsam erwarmt.

2. Denkstufe: Wéarme und Kélte kommen in verschiedenen Mengen in Kérpern vor. Je

mehr in einem Gegenstand enthalten ist, desto warmer erscheint er uns. Um einen
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groflen Korper zu erhitzen, braucht man mehr Warme als fiir einen kleinen. Wenn ein
Gegenstand sich abkiihlt, wird die Warme nicht zerstort, sondern flieit in die Umgebung
ab. Stellt man zum Beispiel einen heiflen Topf in kaltes Wasser, dann wird das Wasser
auflen warm. Warme und Kélte sind jedoch erzeugbar, Warme etwa in einer elektrishen
Heizplatte, Kéalte im Kiihlschrank.

3. Denkstufe: Ursache dafiir, dafl sich ein Gegenstand warm anfiihlt, ist die in ihm enthal-
tene Warme. Kilte ist Warmemangel. Sie wird im Kiihlschrank nicht erzeugt, sondern
es wird dort Warme aus dem Kiihlgut herausgezogen und an die Umgebung abgegeben.
Die entzogene Warmemenge wird aber nicht zerstort, sondern sie verteilt sich im Raum,
genauso wie sich nach einem Steinwurf in einen See die Wasserwellen ausbreiten oder

wie sich der Schall im Raum verliert.

In der 1. Denkstufe wird die Wéarme nur als Intensitéat, als ,, Warmheit* aufgefafit. In der
2. Denkstufe finden wir daneben eine Mengenvorstellung. Bemerkenswert ist hierbei, dafl
Warme wie Kilte als erzeugbar gelten, aber — wenigstens auf den ersten Blick — als un-
zerstorbar. In der 3. Denkstufe wird diese Auffassung dadurch vereinfacht, dal man Kalte
auf Warmemangel zuriickfiihrt, wihrend die iibrigen Einzelheiten der 2. Stufe gleichen.
An die letzte, am weitesten entwickelte Vorstellung wollen wir unsere Betrachtungen
und Uberlegungen ankniipfen. Hiernach ist Wéarme in jedem Korper in geringerer oder
grofferer Menge enthalten, sie kann einem Gegenstand zugefiihrt oder entzogen werden,
ihre Menge insgesamt kann jedoch wohl vermehrt, aber nicht vermindert werden. Zur
Abrundung dieses Bildes seien noch einige Ergebnisse einfacher Beobachtungen angefiigt

und entsprechend dieser Vorstellung ausgedeutet.

a) Wirmeerzeugung: Die Abbildung 2.1 zeigt einige Beispiele fiir Vorgénge, bei denen
Warme offensichtlich entsteht. Die Erfahrung lehrt uns, dafi Warme nur unter Ver-
brauch eines Gegenwertes erzeugbar sein kann, ndmlich unter Verbrauch von ,, Brenn-
stoff* (Feuer). Kraft (Reibung), Strom (elektrische Heizung) usw.“, wie man umgangs-

sprachlich zu sagen pflegt.

Reibungswarme elektrischer Strom

e

Verbrennungswarme Stromwarme

Abb. 2.1: Warmeerzeugung
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b) Warmeverteilung: Die zugefiihrte Warme verteilt sich mehr oder weniger schnell gleichméafig
in einem homogenen Kérper (Abb. 2.2). Beim Zerlegen sind auch die inneren Teile so
warm wie die d&ufleren. Unterschied zu einem elektrisch aufgeladenen Leiter: Die ,, Elek-

trizitat® sitzt nur auf der Oberfliche. Die inneren Teile sind ladungslos.

— Warme

besonders ladungslos
heil

Abb. 2.2: Warmeverteilung

¢) Wérmeiibergang: Die Warme stromt vom heifleren zum kélteren Korper, bis beide
gleich warm sind (Abb. 2.3). Manche Stoffe sind fiir die Warme leicht durchdringlich
(Metalle), manche schwer (Schaumstoffe). Man benutzt gute Warmeleiter, um Wérme

zu ibertragen, schlechte, um sie einzudammen.

Anfang schnell langsam
kalt
A
Ende Schaumstoff

warm [ warm

Abb. 2.3: Wiarmeiibergang

d) Gewicht der Wiarme: Beim Abkiihlen wird ein heifler Koérper nicht mefbar leichter
(Abb. 2.4). Wir sehen daher die Wéarme als gewichtslos an. Was Wérme ist, kénnen

wir nicht sagen. Wir versuchen hier nur, sie durch ihre Eigenschaften zu kennzeichnen.

7

>

Gleichgewicht
ungestort

Abb. 2.4: Gewicht der Warme.
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Ausdehnung und Warmeaustausch: Die Temperatur eines Gummibandes héngt bei
gleichem Warmeinhalt von der Dehnung ab. Bei Streckung erwarmt sich das Band,
und es beginnt langsam Warme in die Umgebung abzustromen, bis die Ubertemperatur
verschwunden ist (Abb. 2.5). Wird das Gummiband dann entspannt, so kiihlt es sich

ab, und die Warme beginnt wieder aus der Umgebung zuriickzufliefen.

Lzt

kalt

Y/

Abb. 2.5: Ausdehnung - Gummiband.

Bei Entspannung eines gasgefiillten Kolbenprobers sinkt die Temperatur des Gases, bei
Verdichtung steigt sie an (Abb. 2.6). Ist der Kolbenprober nicht isoliert (nicht wérme-
dicht), so findet wie beim Gummiband ein Wérmeausgleich mit der Umgebung statt.
Feste oder fliissige Korper verhalten sich dahnlich, nur sind die beobachteten Wirkungen

kleiner.

Der Vergleich mit einem Schwamm (Abb. 2.7) zeigt sehr anschaulich, wie das ,,Voll-
saugen“ des Gases im Kolbenprober oder irgendeines Korpers mit Warme und das
Herausdriicken der Warme zu verstehen ist. Dieses Verhalten der Materie werden wir

spater naher untersuchen.

— :D vollgesogen
I — g
—, Abkiihlung

)

1 < )
E t
Erwarmung E ausgepress

Abb. 2.6: Gas im Kolben. Abb. 2.7: Schwamm-Modell.

s
|

[og

Wirkungen der Warme: Die wichtigste Folge einer Warmezufuhr ist die Temperaturstei-
gerung. Dariiber hinaus werden jedoch zahlreiche Nebenwirkungen beobachtet (Abb.
2.8). So versucht sich ein Metallstab auszudehnen, ein Bimetallstreifen zu kriitmmen,

wird Eisen unmagnetisch , sinkt die Klemmenspannung einer Knallgaskette, schmilzt
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Eis, und Wasser verdampft. Bemerkenswert ist, dafl das tauende Eis und das sieden-
de Wasser dabei nicht warmer werden, nur die Schmelzwasser und die Dampfmenge
werden grofler. Diese Umwandlungen sind Ausnahmen, bei denen die Hauptwirkung
der Warme nicht spiirbar wird. Bei Warmeentzug verschwinden die Effekte wieder:
Der Metallstab wird kiirzer, das Bimetall streckt sich, Eisen wird wieder magnetisch,

Wasser gefriert usw.

Bimetall
krimmt
sich

/(Eis
schmilzt

x\\\\%\\\\\‘
AN

Abb. 2.8: Wirkungen der Warme.

Wie einigen Lesern schon aufgefallen sein wird, unterscheidet sich das, was wir bis jetzt
als Warme bezeichnet haben, grundsatzlich von dem, was die herkommliche Thermodyna-
mik darunter versteht. Dort bezeichnet das Wort ,, Warme*“ eine besondere Ubertragungs-
form der Energie. In unserer Darstellung dagegen ist die Warme eher mit der elektrischen
Ladung, der Masse, der Stoffmenge vergleichbar. Der Name ,,thermische Ladung“ wéare
zum Beispiel bei uns durchaus sinnvoll. Um Verwechslungen mit dem herkémmlichen phy-
sikalischen Begriff zu vermeiden, werden wir deshalb in Zukunft das Wort ,, Warme* und
seine Zusammensetzungen mit einem Stern (*) versehen, wenn der neue Begriff gemeint

ist, und mit einem Punkt (*), wenn es der iibliche sein soll.

2.1.2 Warmemaf}*

Bis jetzt hatten wir die Warme™* mit ihren Eigenschaften und Auswirkungen rein qualitativ
betrachtet. Um auf diesen Anschauungen eine Theorie aufzubauen, die sich experimentell
iiberpriifen 148t, brauchen wir Mafle fiir die Menge der Warme* und die Stérke ihrer Wir-
kungen. Ehe wir diese Mafle definieren konnen, miissen wir noch einige Voriiberlegungen

anstellen.
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Eine erste Folge der angenommenen Unzerstorbarkeit der Wéarme* ist, dafl ein warme-
erzeugender* Vorgang niemals wie in einem zuriickgespulten Film genau riickwarts ab-
laufen kann. Sonst miifite ndmlich die entstandene Warme* wieder zerstort werden, was
unseren Voraussetzungen widerspricht. Wenn also ein Vorgang umkehrbar ist, das heifit,
da er alle Teilschritte auch in entgegengesetzter Richtung durchlaufen kann, so wissen wir,
dafl dabei keine Warme* entsteht. Um Fehler durch eine unkontrollierte Vermehrung zu
vermeiden, werden wir sinnvollerweise verlangen, dafl die Warme* nur durch umkehrbare
Vorgénge auf die Mefivorrichtung tibertragen werden darf. Das erschwert uns zwar sehr
die Messung, ist aber zunachst unumganglich.

Was fiir Vorgénge sind umkehrbar? Die im vorigen Abschnitt unter a) bis ¢) genannten
sicherlich nicht. Daf} zu einer brennenden Kerze die an die Umgebung abgegebene Warme*
und die Abgase zuriickstromen und der Kerzenstumpf wieder ldnger wird, hat man nie
beobachtet. Auch dafl sich die Warme* an einem Ort freiwillig zusammenballt oder von
einem kélteren auf einen wirmeren Korper flieBt, kommt nie vor. Uberhaupt ist bei allen
freiwillig anlaufenden Vorgangen Umkehrbarkeit kaum zu erwarten, denn sonst ware nicht
einzusehen, warum sie nicht ebenso freiwillig die entgegengesetzte Richtung einschlagen.

Dagegen konnen die frither unter e) bis f) erwdhnten Vorgénge wenigstens im Idealfall
auch streng riickwéarts laufen. Wenn man zum Beispiel ein gut isoliertes Gummiband in
Stufen dehnt, wird es schrittweise warmer und kehrt in den gleichen Stufen in den Aus-
gangszustand zuriick, wenn es entsprechend entspannt wird. Auch der Wéarmeaustausch*
des Bandes mit der Umgebung ist grundséatzlich genau umkehrbar. Falls man néamlich so
langsam vorgeht, dal das Band beim Dehnen nicht merklich warmer bzw. beim darauf-
folgenden Entspannen nicht merklich kalter wird als die Umgebung, dann verschwindet
der Unterschied zwischen Hin- und Riickweg, der sich gerade im Temperaturverlauf auflert
(Abb. 2.9). Ferner sind die durch Warmezufuhr* hervorgerufenen Anderungen der Tempe-

ratur, Lange, des Volumens, Aggregatzustandes usw. im allgemeinen ebenfalls umkehrbar.

warten

Lange

-
warten

entspannen

Abb. 2.9: Spannen und Entspannen des Gummibands.

Um nun eine irgendwo vorhandene Warmemenge* quantitativ zu bestimmen, ist zum
Beispiel folgender Weg denkbar: Wir konnten die Warme* einem Stab von einem Meter
zufiihren. — Dabei machen wir uns zunéachst keine Gedanken dariiber, wie das im einzelnen

geschehen kann. — Der Stab wiirde sich ausdehnen. Bei der Lange von 1.001 m kdénnten
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wir die Warmezufuhr* unterbrechen und einen neuen, gleichen Stab nehmen und genauso
wie oben verfahren. Danach wiirden wir einen dritten, vierten gleichartigen Stab benutzen
usw., bis alle Warme* untergebracht ist. Statt jeweils einen neuen Stab zu verwenden, kann
auch immer derselbe genommen werden, wenn man ihn nur vor jedem Mefischritt ,,ent-
leert“, das heifit durch Abkiihlen wieder auf genau 1 m Léinge bringt. Der Annahme, dafl
zur Langenausdehnung eines Stabes von 1 m auf 1.001 m immer dieselbe Warmemenge*
notig ist, steht nichts im Wege. Wir brauchten also nur die auf diese Weise erwarmten Stéabe
zu zahlen und héatten darin ein Maf} fir die Menge der anfangs vorhandenen Warme*. Die-
ses Verfahren entspricht der Bestimmung einer Wassermenge durch Ausschépfen (Abb.
2.10).

Abb. 2.10: Modelhaftes Aufteilen einer Warmemenge.

Analog konnten wir auch Eiswiirfel von gleicher Grofle zum Schmelzen bringen. Die
Wiérmemenge*, die einen genau definierten Eiswiirfel unter festgelegten Bedingungen auf-
taut, konnte dann als Einheit festgesetzt werden. Aus Erfahrung weifl man weiter, dafl
es fiir den Schmelzvorgang belangslos ist, ob man zwei rdumlich getrennte oder zwei sich
beriihrende Eiswiirfel oder sogar nur einen einzigen, doppelt so schweren benutzt. Das glei-
che gilt fiir n Eisstiicke. Wir konnen also einfacher, statt Eiswiirfel zu zdhlen, die aufgetaute
Eismenge als Warmemafl* verwenden. Mit dieser Erkenntnis 148t sich eine Mefivorrichtung
konstruieren, die praktisch leicht anwendbar ist. Das Schmelzwasser nimmt némlich ein ge-
ringeres Volumen ein als das Eis. Diese Volumenéanderung kénnen wir zur Anzeige nutzen.
Wir verwenden zum Beispiel eine Eis-Wasser-Flasche mit aufgesetzter Kapillare (,, Bun-
sensches Eiskalorimeter”), an der wir den Wasserspiegel bzw. die Volumenénderung des
Wassers verfolgen konnen (Abb. 2.11). Bei Warmezufuhr* sinkt der Wasserspiegel, bei
Wirmeabgabe™ (Eis gefriert) steigt er. Diese Anordnung entspricht bei der Volumenbe-

stimmung etwa einem MeBzylinder, in den die zu messende Wassermenge abgefiillt wird.

2.1.3 Ablauf der Wiarmemessung®*

Nun miissen wir uns noch iiberlegen, wie wir die Warme* von einem Gegenstand auf die
Eis-Wasser-Flasche oder irgendein anderes ,Kalorimeter (z.B. einen Satz gleicher Me-
terstdbe) wirklich iibertragen kénnen. Wie wir schon wissen, dehnt sich ein Kérper bei
Warmezufuhr* aus und zieht sich bei Warmeabgabe® zusammen, und umgekehrt gibt

er beim Verdichten Warme* ab und nimmt beim Entspannen wieder welche auf. Diese
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H h1
Ah ~ Warmemenge*
H h,

Abb. 2.11: Prinzip der Eiswasserflasche.

Erscheinung 148t sich zur Warmeiibertragung® ausnutzen, genauso wie Wasser mit ei-
nem Schwamm von einem Geféfl in ein anderes beférdert werden kann. Als praktische
Ausfithrung kénnen wir uns den schon erwéhnten gasgefiillten Kolbenprober denken, der
warmedicht eingekleidet und an dessen Stirnseite der Hahn durch ein ,, Warmeventil“ er-
setzt ist (Abb. 2.12). Den Kolbenprober kann man mit verschiedenen zu untersuchenden
Gegenstinden in Beriihrung bringen. Auch andere Hilfskorper, zum Beispiel das Gummi-

band, wéren grundséatzlich geeignet.

s
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Abb. 2.12: Vergleich Kolbenprober - Wasserspritze.

Wenn wir etwa wissen wollen, wieviel Warme* notwendig ist, um einen vorgegebenen
Stab von 1 m auf 1.001 m auszudehnen, dann kénnte sich der Mefivorgang folgendermafien
abspielen (Abb. 2.13):

a) Der Kolbenprober beriihrt im Ausgangszustand unsere Eis-Wasser-Flasche mit offenem
, Ventil“. Wir saugen einen Teil Warme* heraus; der Wasserspiegel in der Kapillare

steigt.

b) Dann trennen wir den Kolbenprober von der Flasche und verbinden ihn mit dem Stab,
wobei wir zwischendurch auf dem Wege das ,, Ventil“ schlieen, um Warmeverluste® zu

vermeiden.

¢) Wir driicken solange Wéarme* in den Stab, bis seine Lénge sich im gewtinschten Sinne

verandert hat.
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d) Den Rest der Warme* befordern wir wieder bei zwischendurch geschlossenen ,, Ventilen“

zur Eis-Wasser-Flasche und stellen die Verbindung zu ihr her.

e) Den Uberschuf driicken wir in das Kalorimeter zuriick. Der Wasserspiegel in der Kapil-
lare sinkt dadurch etwas, wiahrend der Kolbenprober in seine Ausgangsstellung zuriick-
kehrt.

Abb. 2.13: Schematischer Ablauf einer Warmemessung*.

Der Hohenunterschied im Steigrohr zwischen Anfangs- und Endzustand sollte dann
der dem Stab zugefithrten Warme* proportional sein, wenn wéihrend des ganzen Vorgan-
ges Warme* weder in die Umgebung ab- oder von dorther zugestromt noch im Innern
entstanden ist. Den ungewollten Austausch von Warme* kénnen wir durch gute Isolation
verhindern, die Entstehung, indem wir auf strenge Umkehrbarkeit achten.

Wie weit ist die letzte Bedingung bei unserem Verfahren erfiillbar? Wir haben gesehen,
da8 die Schritte a), ¢) und e) umkehrbar gestaltet werden kénnen, wenn man sie nur
hinreichend langsam ausfiihrt. Natiirlich muf} iiberdies jede Reibung zwischen Kolben und
Stiefel vermieden werden, die unweigerlich zur Warmeerzeugung® fithrt. Bei den Schritten
b) und d) entstehen jedoch Schwierigkeiten. Bringen wir nédmlich den Kolbenprober in
Beriihrung mit einem heifleren Koérper, so wird der Stempel von selbst herausgedriickt,
oder es steigt der Druck im Zylinder, wenn wir den Kolben festhalten. Das geschieht,
weil Warme* vom heiflen Korper in den kélteren Kolbenprober stromt und sich dadurch
das Gas auszudehnen sucht. Vorgéange, die von selbst ablaufen, diirfen wir wahrend der
Messung nicht zulassen, wie wir uns im vorigen Abschnitt iiberlegt haben. Bevor wir den
Kolbenprober mit dem Korper verbinden, miissen wir also vom Gas im Innern soweit
vorverdichten und damit erwadrmen, bis der Stempel einer kurzen Beriihrung in Ruhe
bleibt. Erst dann diirfen wir Warme* vom heiflen Kérper absaugen. Entsprechend verfahrt
man, wenn der Korper kélter ist als der Kolbenprober. Unter diesen Vorsichtsmafiregeln
sind auch die Schritte b) und d) umkehrbar.

Damit haben wir tatsachlich ein brauchbares Mefiverfahren gefunden, das wir uns fol-
gerichtig aus den anfangs gemachten Annahmen iiberlegt haben. Diese lauten, kurz zu-

sammengefafit:

a) Jeder Korper enthélt in einem bestimmten Zustand eine bestimmte Wéarmemenge*.
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b) Die Wérme* ist erzeugbar, aber unzerstorbar.

Gegeniiber frither sind wir aber jetzt in der Lage, diese Voraussetzungen quantitativ zu
tiberpriifen. Um die Annahme a) aufrechterhalten zu kénnen, muf sich als Warmeinhalt*
eines Korpers in einem festen Zustand, der nach dem obigen oder einem dhnlichen Ver-
fahren etwa beziiglich eines Normalstandes gemessen wird, stets derselbe Wert ergeben,
unabhéngig davon, ob wir zum Beispiel den Kolbenprober oder ein Gummiband zur
Warmeiibertragung® verwenden, ob wir Eisstiicke oder Meterstabe zahlen, richtige Ei-
chung vorausgesetzt. Um die Annahme b) zu priifen, kénnte man Wéarme* aus einem
Kalorimeter entnehmen, auf irgendeine nach auflen wéarmedicht abgeschlossene Versuchs-
anordnung verteilen, zum Beispiel auf den Kessel einer Dampfmaschine, ein Gliihlicht oder
ein Thermoelement iibertragen, und miiffite dann nach dem Versuch die verstreute Warme*
wieder etwa mit dem Kolbenprober ,,einsammeln® und in das Kalorimeter zuriickbringen.
Wenn alle benutzten Korper am Ende ihren Ausgangszustand erreicht haben, dann wissen
wir aufgrund der Annahme a), dafl sie nicht mehr Warme* enthalten als zu Beginn und
daf} alle zusatzlich entstendene Warme* sich im Kalorimeter befinden muf3, wo wir ihre
Menge unmittelbar feststellen kénnen. Der Satz b) ist falsch, wenn wir auch nur einen
Versuch finden, wo das Kalorimeter am Ende weniger Warme* anzeigt als am Anfang.
Die Erfahrung zeigt nun — mittelbar —, dafl unsere Vorausetzungen tatséchlich zutreffen.
Damit ist die Warme* durch das obige Meflverfahren als physikalische Grofle, die wir mit
S bezeichnen wollen, erklért. Wir sagten ,,mittelbar®, weil sich nédmlich spéter (Abschn.
2.5.1) herausstellen wird, dal man die Warme* mit der Entropie in der herkémmlichen
Thermodynamik gleichsetzen kann, so dal man einfach durch Vergleich mit dieser Grofie
auf die Eigenschaften der Warme* zuriickschlieSen kann. Daher konnen wir uns hier und
im folgenden auch auf die Erfahrung berufen, ohne die Messungen gemacht zu haben, weil

sich die Ergebnisse, die die Versuche ergeben wiirden, leicht vorhersagen lassen.

2.2 Arbeit und Temperatur

Die Warmetibertragung® ist mit Arbeitsaufwand verbunden, denn die Bewegung des Kol-
bens, die Dehnung des Gummibandes usw. kosten Arbeit. Mit den Energieumsétzen bei

diesen Vorgéngen wollen wir uns im folgenden befassen.

2.2.1 Potentielle Energie und Energiesatz

Wird eine Wassermasse dm von einem Behélter (I) in einen anderen (II) tibertragen,

wobei die Lage der Behalter sich um die Hohe Ah unterscheidet, so mufl die Hubarbeit
dW = Ah-g-dm (2.1)

geleistet werden (g = , Erdbeschleunigung,,). Diese Hubarbeit wird gespeichert und ist
wiedergewinnbar bei Umkehrung des Vorgangs. Das setzt voraus, dafl wir den Hubvorgang

auch wirklich umkehrbar gestalten. Man nennt eine derartige gespeicherte Arbeit auch
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potentielle (oder Lage-) Energie F und sagt, dafl der Wassermenge dm im Behélter IT eine
potentielle Energie zukommt, und zwar ein Betrag, der gegeniiber dem Wert am Ort I um
dW grofler ist,

dEr —dEp =dW . (2.2)

Man beriicksichtigt dabei, dafi dm auch im Behélter I — etwa gegeniiber einem noch tiefer
liegenden Gefdafi — noch eine Lageenergie besitzen kann. Der absolute Wert dieser Ener-
gie ist nicht bestimmbar, sondern immer nur der Unterschied gegeniiber einem irgendwie
gewahlten Bezugspunkt.

Betrachten wir nun entsprechend den Vorgang der Warmeiibertragung®. Wird zum Bei-
spiel mit dem Kolbenprober eine Warmemenge* dS von einem kalten (I) auf einen heiflen
Korper (II) ,gehoben“, so geschieht das unter Arbeitsaufwand. Auch diese ,,Hubarbeit*
dW ist bei einiger Vorsicht wiedergewinnbar, da der Vorgang ja grundséatzlich umkehrbar
ist. Der Warme* dS konnen wir im Korper II eine potentielle Energie zuschreiben, die

gegeniiber dem moglicherweise noch vorhandenen Betrag in I um dW grofler ist:
dErr —dEp=dW . (2.3)

Ebenso erfordert es Arbeit dW, wenn wir eine kleine elektrische Ladungsmenge d@) von
einem Korper (I) auf einen zweiten, ,héhergeladenen® (II) hiniiberbeférdern. dW 148t sich
vollstandig zuriickerhalten, wenn man die Ladungsverschiebung riickgéngig macht. Der
Unterschied des potentiell verfligbaren Arbeitsvorrates dF beim Aufenthalt der Ladung

im Korper II gegeniiber I betréigt, genau wie in den schon behandelten Fallen,
dEr —dEp =dW . (2.4)

Neben den bisher kennengelernten Arten, Arbeit zu speichern, gibt es noch eine ganze
Reihe anderer. So stellt eine gespannte Stahlfeder, ein flieendes Geschof oder ein laufendes
Schwungrad, ein geladener Kondensator, eine stromfithrende Spule usw. einen bestimm-
ten Arbeitsvorrat oder, wie man auch sagt, eine bestimmte (elastische, kinetische, elektri-
sche, magnetische usw.) Energie dar. Bei allen in der Natur beobachteten Vorgéangen geht
gewOhnlich Arbeit von einer Speicherform in eine andere iiber. Wenn man zum Beispiel
eine Stahlkugel auf eine starre Unterlage fallen 148t, dann wird die anfanglich vorhandene
potentielle Energie (gespeicherte Hubarbeit) beim Sinken zunéchst in kinetische Energie
(gespeicherte Beschleunigungsarbeit) und dann beim Aufprall weiter in elastische Energie
(gespeicherte Verformungsarbeit) umgewandelt. Beim Hochschnellen spielt sich der Vor-
gang in umgekehrter Reihenfolge ab.

Es war eine der bedeutsamsten Leistungen der Physik des vorigen Jahrhunderts, er-
kannt zu haben, dafl man Arbeit zwar von einer Speicherform in eine andere iiberfithren
kann, dafl aber der gesamte Vorrat unveradnderlich ist, also Arbeit sich weder erschaf-
fen noch vernichten 148t . Wenn demnach Energie von einer Stelle verschwindet, muf sie
in irgendeiner Gestalt anderswo wieder auftreten und umgekehrt. Diese Erkenntnis wird

gewohnlich als Satz von der Erhaltung der Energie bezeichnet.
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Angewandt auf den fiir uns wichtigen Fall der Warmeiibertragung®, folgt aus dem Ener-
gieerhaltungssatz, dafl die verrichtete Arbeit dWW — iibrigens genau wie im Falle der Was-
ser — oder Ladungsverschiebung — unabhéngig vom Wege und den benutzten Hilfsmitteln
(Kolbenprober, Gummiband usw.) sein muf§ (Abb. 2.14). Sonst kénnte man némlich, in-
dem man die Warme* auf einem Wege hin- und auf einem anderen wieder zuriickbefordert,

Arbeit aus Nichts erzeugen oder im Nichts verschwinden lassen im Widerspruch zum Ener-

- I
/_\ \ ‘
\ ; Gummlband \ j
%

\d dWI:
Pumpe \.
P '/ > /Kolben-
| | prober

giesatz.

Abb. 2.14: Potentielle Energie und Energiesatz beim Warmeiibertragung®.

2.2.2 Warmepotential*

Unter dem ,,Potential“ ¢) an einem bestimmten Ort versteht man allgemein die potentielle
Energie dE einer kleinen Menge dM (Stoff, Ladung Masse, Warme* usw.) an dieser Stelle,

geteilt durch diese Menge selbst:
dE
Pv=— . (2.5)

Damit ist der Unterschied des Potentials A@D zwischen zwei Orten gegeben durch den
Quotienten aus der ,,Hubarbeit* dW fiir die Menge dM — das ist die Arbeit, die beim

Ubertragen von dM  von der einen Stelle zur anderen aufzuwenden ist — und dM:

aw
dM
Nur At ist wirklich bestimmbar, nicht ¢ selbst. Wahrend die potentielle Energie (fiir

kleine M) der Menge proportional ist, ist das Potential davon unabhéngig, also nur noch

Ay = (2.6)

eine Funktion des Ortes. ¥ konnen wir gewissermaflen als ,, Arbeitsniveau® auffassen, auf
dem sich die (Wasser-, Elektrizitéits-, Warme*- , ...) Menge befindet. Der Arbeitsvorrat,
die potentielle Energie, ist dann das Produkt aus der Hohe des Niveaus und der darauf
befindlichen Menge, die Hubarbeit die zum Anheben auf ein hoheres Niveau erforderliche
Energie.

Beispiele:
a) Schwerkraft: dWW = dm - g - Ah = Hubarbeit fiir die Masse dm im Schwerefeld,

aw

T =A(g-h) |, g - h = Schwerepotential. (2.7)
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b) Elektrostatik: dWW = Verschiebungsarbeit der Ladung d(@ im elektrischen Feld,

aw
— =Ap ¢ = elektrisches Potential. (2.8)

dQ

¢) Wérmelehre: dW = Arbeit fiir die Ubertragung der Wirmemenge* dS,

aw

a5 = AT T = thermisches Potential. (2.9)
Wir definieren durch diese Gleichung fiir die Warme™* ein Potential und bezeichnen es mit
T. Diese Grofe konnen wir bisher nur relativ zu einem Bezugskorper (zum Beispiel Eis-
Wasser-Flasche) bestimmen. Die potentielle Energie dE einer Warmemenge* dS in einem

Korper mit dem Warmepotential® T ist

dE=T-dS . (2.10)

Zerlegt man einen erhitzten Gegenstand und fithrt einem Teilstiick aus irgendeinem
Bezugskorper eine kleine Warmemenge* zu, so ist die dafiir notwendige Arbeit ebenso
grof3, wie sie fiir den unzerteilten Gegenstand ware. T' &ndert sich also beim Zerlegen nicht.
Beim elektrischen Potential ist das anders. Um das Potential eines geladenen Leiters zu
bestimmen, mifit man im allgemeinen die Arbeit, die zum Heranfiihren einer Probeladung
dQ@ aus dem Unendlichen als Bezugsort notwendig ist (Abb. 2.15). Beim Zerlegen verteilt
sich die urspriingliche Ladung auf eine gréflere Oberflache, die Feldliniendichte und damit

die Feldkrafte, gegen die die Arbeit verrichtet werden muf3, sinken.

ds dls dg dg
1 \ L/
______ ; . ST T
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Abb. 2.15: Vergleich elektrische Ladung und Warme* im Potentialfeld.

T=T, ?1>0,

2.2.3 Thermische Spannung

Ein Koérper wird schrittweise mit kleinen Warmeportionen® d.S aufgeheizt, etwa mit Hilfe
des Kolbenprobers. Bei jedem Schritt miissen wir das Gas stiarker verdichten, also mehr
Arbeit aufwenden, um die Warme* in den Korper hineinzudriicken. Es entsteht der Ein-
druck, als ob die Warme* in dem Korper unter einem Druck oder einer Spannung steht, die
mit dem Erhitzungsgrad ansteigt. Diese ,,thermische Spannung* wollen wir ¢ nennen. Diese

Erscheinung ist uns beim Wassertransport von einem Behéalter mit dem hydrostatischen
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Druck pg zu einem anderen mit dem Druck p; selbstverstindlich, da der Wasserspiegel
dauernd ansteigt (Abb. 2.16). Bei der Ubertragung des Wasservolumens dV wenden wir
im ersten Schritt die Arbeit dWy = —pg - dV auf. Das Vorzeichen ist negativ, weil es
tatséchlich ein Gewinn und kein Aufwand ist. (Nach allgemeiner Vereinbarung wird eine
Zufuhr zu dem betrachteten System positiv, eine Abgabe negativ gerechnet.) Im zweiten

Schritt mufl die Arbeit dWW, = +p1 - dV verrichtet werden. Der gesamte Aufwand ist dann
dW = (p1 —po)dV . (2.11)

Ebenso sollte sich (Abb. 2.16) die Arbeit fiir die Uberfithrung der Warme* aus den beiden
Anteilen dWy = —tg-dS und dWy = t1 -dS zusammensetzen, die gegen die angenommenen

thermischen Spannungen ¢; und ¢y zu verrichten sind:

dW = (t; —tp) dS . (2.12)
Wenn man andererseits die Hubarbeit aus den Potentialen berechnet, so erhélt man

dW = (Th — Tp) dS . (2.13)

Es steht demnach nichts im Wege, das Warmepotential* T' auch als Spannung aufzufassen

und mit ¢ gleichzusetzen:

T=t . (2.14)
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Abb. 2.16: Thermische Spannung und Warmeiibertragung*.

2.2.4 Temperatur

Die eingefiihrte thermische Spannung geht, wie die Erfahrung lehrt, mit unserem Empfin-
den fiir kalt und warm, das heifit mit unserem Temperaturempfinden, parallel. Je heifler
ein Korper sich anfiihlt, um so grofier ist sein thermisches Potential. Diese Grofle ist also
ein Ma#f fiir die Temperatur eines Korpers; durch sie konnen wir die Temperatur als phy-

sikalische Grofle definieren. Wenn wir das tun, dann entspricht der Temperaturausgleich
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aneinadergrenzender Korper vollig dem Ausgleich des Druckes miteinander verbundener
Gefafle und dem des elektrischen Potentials sich beriihrender Leiter.

Der Potentialunterschied zwischen Eiswasser und siedendem Wasser bei 1.013 bar (=
1 atm) erweist sich als immer gleich und unabhéngig von der Grofie und Art der Gefafle.
Die Wéarmeeinheit* konnen wir so wahlen, dafl dieser Potentialunterschied in 100 Einheiten
zerfallt und wir eine Temperaturskale erhalten, die sich mit der herkommlichen vergleichen
1a8t (Abb. 2.17).
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Abb. 2.17: Temperatur als thermische Spannung.

2.2.5 Warmekraftmaschine

Denken wir an den Versuch, wo ein Korper schrittweise aufgeheizt wurde. Kehren wir
diesen Vorgang um, so muf} ja die aufgebrachte Arbeit wieder frei werden. Nach diesem
Prinzip arbeitet eine Warmekraftmaschine®. Sie entnimmt einem Warmespeicher® mit der
meist festen Temperatur 77 eine Warmemenge* S und gibt sie an einen anderen Speicher
mit der Temperatur Ty wieder ab. Die Warmemenge* S geht von dem Potential T} nach Tj
iiber. Bei verlustfrei arbeitender Maschine wird dabei die Arbeit W gewonnen (negatives
Vorzeichen!):

W =-5(T1 —Tp). (2.15)

Genauso arbeitet auch ein Wasserrad oder eine Turbine, wenn sie zwischen zwei Wasser-
behéltern verschiedenen hydrostatischen Druckes geschaltet wird (vgl. auch Wassermiihle).
Auch in der Elektrodynamik kennen wir eine dhnliche Kraftmaschine, den Elektromotor
(Abb. 2.18).

2.2.6 Thermische Arbeit

Wenn wir in einen Gegenstand Warme* hineindriicken, dann miissen wir gegen seine ther-

mische Spannung T Arbeit verrichten, genau wie beim Aufladen eines Korpers gegen
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Turbine

av o

Elektromotor

dq

dW = - ApdV

dW =- ATdS T, dW = - Ajdgq

Abb. 2.18: Vergleich einer Warmekraftmaschine mit einem Wasserrad.

sein elektrisches Potential ¢ und dem Fiillen einer Gummiblase mit Wasser gegen den
innen herrschenden Druck p. Bei der Zufuhr der Warme* dS, der Ladung d@Q oder des
Wasservolumens dV betragt diese

dW =T -dS thermische Arbeit,

dW = ¢ -dQ elektrische Arbeit,

dW =p-dV mechanische Arbeit.
Die thermische Arbeit darf nicht mit der Hubarbeit verwechselt werden, die wihrend der

Ubertragung (zum Beispiel am Kolbenprober) zu verrichten ist. Hat némlich der Koérper,
aus dem die Warme* stammt, dieselbe Temperatur wie der betrachtete Gegenstand, dann

verschwindet die Hubarbeit, nicht aber die thermische.

2.2.7 Warmekapazitat*

Die Temperatur 7' ist im allgemeinen dem Warmeinhalt* S eines Korpers nicht proportio-
nal (Abb. 2.19). Ein extremes Beispiel ist die Eis-Wasser-Flasche. Wenn man ihr Warme*
zufiihrt, so andert sich 7" nicht, solange noch Eis vorhanden ist.

Um das thermische Verhalten eines Korpers zu beschreiben, gibt man gewohnlich nicht

T als Funktion von S an, sondern bevorzugt die Warmekapazitat* C’, das ist die bei einer

~ | Schmelzpunkt '

o s

Beispiel fiir T(S)

— S

Abb. 2.19: Warmekapazitdt*: Temperatur T' als Funktion des Entropiegehalts S.
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Erhohung der thermischen Spannung um eine Einheit aufgenommene Warme*:

dS
= — 2.1
¢ dr (2.16)
Analog dazu ist die Kapazitat eines geladenen Korpers definiert:
dq)
C=— 2.17
o (217)

(' ist vom Zustand des Korpers abhéngig — zum Beispiel von seiner Temperatur oder dem
Druck —, aber auch von den Bedingungen, unter denen er aufgeheizt wird. So nimmt ein
Korper mehr Warme* auf, wenn man ihn sich frei ausdehnen 148t, als wenn man ihn dabei
behindert.

2.3 Warmebildung”

Dieser Abschnitt befafit sich mit den Bedingungen und Folgen der Warmeerzeugung*, die

bisher nur als stérende Nebenerscheinung moglichst ausgeschlossen wurde.

2.3.1 Absolute Temperatur

Wir stellen zwei einfache Versuche einander gegeniiber. Damit ein ungewollter Warmeaus-
tausch® mit der Umgebung die Ergebnisse nicht verféllscht, mul man entweder die Pro-

bekorper gut isolieren oder schnell genug arbeiten.

a) Wir dehnen ein Gummiband: Es wird Arbeit aufgewandt; T steigt. Wir lassen das
Gummiband sich auf die alte Lénge zusammenziehen (nicht schnellen!): Die Arbeit
wird zuriickgewonnen; T féllt auf den alten Wert (Abb. 2.20). Der Dehnungsvorgang
ist umkehrbar. Es wird keine Wirme* erzeugt, denn das Band ist am Ende genauso

kalt oder warm wie am Anfang.

b) Wir biegen ein weiches Stiick Flacheisen: Es wird Arbeit verrichtet; T' steigt. Wir

biegen das Eisen zuriick: Es ist wieder Arbeit notwendig; 7" steigt nochmals an (Abb.

72
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Abb. 2.20: Dehnen eines Gummibands. Abb. 2.21: Biegen eines Flacheisens.
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2.21). Dieser Biegevorgang ist nicht umkehrbar. Zwar ist das Eisen in seine Ausgangs-
lage zuriickgekehrt, aber es ist jetzt warmer. Erst wenn wir etwas Warme* abfiihren,
wird der urspriingliche Zustand ganz erreicht, abgesehen von einer hier unwesentlichen,
leichten Versprodung des Werkstoffes. In diesem Fall wird offenbar Warme* erzeugt

und die aufgebrachte Arbeit verbraucht.

Wir wollen das Ergebnis verallgemeinern und quantitativ fassen. Wenn in einem Korper
eine kleine Warmemenge* S, entstehen soll, dann kann sie nur unter Energieaufwand
gegen dessen thermische Spannung 7' gebildet werden. Fiihren wir ndmlich die entstandene
Warme* ab und stellen so den alten Zustand des Korpers wieder her, so mufl der Betrag
der dabei abgegebenen thermischen Arbeit, [W| = T - S, nach dem Energieerhaltungssatz
gleich der bei der Bildung verbrauchten Arbeit W, sein:

T -Se=W, . (2.18)

Aus dieser Gleichung folgt ein wichtiges Ergebnis: Da wir S, und W, messen kénnen,
1aBt sich T berechnen. Der Nullpunkt des thermischen Potentials ist also im Gegensatz
zum elektrischen nicht willkiirlich wahlbar, die Temperatur ist absolut bestimmbar. Weil
erfahrungsgeméfl Warme* nur unter Verbrauch, nie unter Gewinn von Arbeit gebildet
wird, folgt aus W, > 0 und S, > 0, dal auch 7" > 0 sein mufl. Es gibt demnach keine
negativen Temperaturen.

Noch ein weiteres Ergebnis wollen wir festhalten: Der Warmeinhalt® .S eines Korpers
kann grundsatzlich auf zwei Weisen zunehmen, namlich durch die von auflen zugefiihrte

Warme* S, und die im Innern erzeugte Se:

AS=5,+S5. . (2.19)

2.3.2 Voraussetzungen fiir die Wiarmeentstehung*

Wir haben gesehen, dafl zur Warmeerzeugung® Energie erforderlich ist. Aber das scheint
auch die einzige Bedingung zu sein, der dieser Prozefl unterliegt. Die beteiligten Korper
vermitteln blo den Vorgang, sie konnen an sich unversehrt bleiben. Beim Biegen des Flach-
eisens zum Beispiel ist allein Arbeit verbraucht worden, sonst hat sich nichts Wesentliches
verdndert. Dasselbe findet man, wenn Wérme* in einem elektrischen Widerstand, durch
Riihren einer Fliissigkeit, durch Reibung in einem Gleitlager entwickelt wird. Man kann
daher umgekehrt vermuten, dal auch immer Warme* entstehen wird, wenn die dafiir n6ti-

ge Energie verfiigbar ist. Die Berechtigung dieses Satzes sei mit einigen Beispielen belegt.

a) Beim Verzogern eines fahrenden Wagens wird seine Bewegungsenergie frei. Diese kann
als Hubarbeit genutzt werden, wenn man den Wagen bergauf ausrollen 1483t. Es entsteht
keine oder, genauer gesagt, wenig Warme*. Rollt der Wagen dagegen auf ebener Strafle
aus, dann entfallt diese Moglichkeit. Die entbundene Bewegungsenergie wird vollstandig

unter Warmeerzeugung* aufgebraucht.
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Abb. 2.22: Warmeerzeugung® durch elektrischen Strom.

b) In einer galvanischen Zelle wird chemische Energie in elektrische Arbeit umgewandelt.
Verwendet man die Arbeit, um etwa mit einem Elektromotor ein Gewicht zu heben, so
entsteht auch keine Warme* (Abb. 2.22). Schaltet man statt des Motors einen ohm-
schen Widerstand in den Stromkreis, so kann die elektrische Arbeit nicht als potentielle

Energie aufgefangen werden, sondern sie wird zur Warmeerzeugung® verbraucht.

c¢) Die in einem verdichteten Gas gespeicherte Arbeit wird beim Ausdehnen frei. Wenn
man diese Arbeit nutzt, zum Beispiel um einen kleinen Motor zu treiben, dann kiihlt
sich das Gas wie zu erwarten ab. L&t man es dagegen aus dem Druckbehélter ein-
fach ausstromen, ohne seine Arbeitsfahigkeit auszuschépfen, dann &ndert sich seine
Temperatur nur wenig, weil die unter diesen Umsténden erzeugte Warme* den Tem-
peraturabfall wieder ausgleicht. Dieses Verhalten kann an einem kleinen Preflluftmotor
sehr schon gezeigt werden: Die Abluft ist im Leerlauf warm und wird um so kélter, je

starker der Motor belastet wird.

Zusammenfassend kénnen wir sagen, dal Warme* entsteht, wenn bei einem Vorgang
ein Energieiiberschufl nicht als Arbeit genutzt und gespeichert wird. Das trifft insbeson-
dere fiir Reibungsvorgénge zu, denn Arbeit, die gegen Reibungskrifte oder gegen einen
Widerstand verrichtet wird, kann nicht gespeichert werden, also so aufgefangen werden,

dafl sie voll wiedergewinnbar ist.

2.3.3 Mogliche und unmogliche Vorgiange

Die im letzten Abschnitt gewonnene Einsicht erlaubt es uns, aufgrund einer Energiebilanz
zu entscheiden, ob ein Vorgang stattfinden kann oder nicht. Ein Prozefl etwa, bei dem
Energie frei wird, das heifit Arbeit aus einer Speicherform nicht vollstédndig in eine ande-
re umgewandelt wird, kann grundséatzlich von selbst ablaufen, nicht aber ein solcher, der
Energie benotigt. Vorausgesetzt wird natiirlich in beiden Fallen, dafl sonst kein Naturge-
setz verletzt wird. Die im ersten Fall entbundene Arbeit kann ja unter Warmeerzeugung*
aufgezehrt werden, so dafl der Energiesatz unverletzt bleibt, wahrend im zweiten Fall die
fehlende Energie von auflen zugefithrt werden miifite.

Nicht jeder energieliefernde Vorgang lauft aber auch tatséchlich ab. So ist etwa ein
Knallgasgemisch bei Zimmertemperatur bestandig, obwohl durch eine Umsetzung Energie
entbunden werden konnte, oder es bleiben die Alpen erhalten, obschon bei ihrer Eineb-
nung Arbeit gewinnbar wére. Man spricht dann davon, dafl diese Vorgénge zwar moglich,

aber gehemmt sind. Diese Hemmungen sind fiir den Fortbestand der uns bekannten Welt
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auflerst wichtig, denn sonst miifiten zum Beispiel langst alle Berge verschwunden und alle
organischen Stoffe und damit auch alle Lebewesen durch den Sauerstoff der Luft zerstort
sein. Nur weil die Oxidation unter gewohnlichen Umstanden zu langsam ablauft, kann das

Leben auf der Erde iiberdauern.

2.3.4 Verlustarbeit

Ist durch Warmeentwicklung* bei irgendeinem Vorgang die Arbeit W, verbraucht worden,
dann kann der volle Betrag nicht zuriickgewonnen werden. Das kommt daher, weil die
entstandene Warme* ja unzerstorbar ist und alle bekannten Orte und Speicher, wohin wir
die Warme* iiberfiihren konnten, eine positive Temperatur besitzen, so dafl mindestens
die potentielle Energie T - S, die sie an der kéltesten uns zugénglichen Stelle besitzen
wiirde, fir uns verloren ist. Man bezeichnet daher W, als ,,verlorene“, ,, verschlissene®“ oder
sentwertete“ Arbeit , weil sie nur auf Umwegen und auch nur teilweise zuriickerhalten

werden kann. Die in der Zeitarbeit verschlissene Arbeit heifit entsprechend Verlustleistung.

Der Arbeitsverschleif} ist das bequemste Mittel, um an einen vorgesehenen Ort Wérme*
zu bringen. Um ein Zimmer oder einen Korper aufzuheizen, wird gewohnlich nicht Warme*
aus einem Speicher oder einer fernen Quelle herangefiihrt (Ausnahme: Fernheizung), son-
dern an Ort und Stelle durch eine chemische Umsetzung (Feuerung, Gasbrenner) oder in
einem elektrischen Widerstand (Heizwicklung) erzeugt. Wenn man die Verlustarbeit und
die Temperatur des Korpers mifit, in dem die Warme* gebildet wird, kann man die entstan-
dene Warmemenge* leicht daraus berechnen, vorausgesetzt, man besitzt bereits geeignete

Thermometer.

Thermometer

Dammung

Heizung

Abb. 2.23: Bestimmung von Warmekapazitéiten®.

Diese Moglichkeit kann man nutzen, um auf einfache Weise Kalorimeter zu eichen oder
um Warmekapazititen® zu bestimmen. Fiir den letzteren Zweck etwa erzeugt man in dem
isolierten Probekorper mit einer elektrischen Heizung Wérme* und verfolgt den Anstieg
der Temperatur (Abb. 2.23). Die aufgewandte elektrische Arbeit dW, geteilt durch die
gemessene Temperatur 7', ergibt den Zuwachs dS des Warmeinhaltes* S. Der Quotient

aus dS und dem beobachteten Temperaturanstieg d7' ist die Warmekapazitat* C’, aus der
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durch Integration S ermittelt werden kann.

d 1 dw, T
5 W S=8+ [ cdr . (2.20)

Clziz—cij
dT ~ T dT -

2.3.5 Warmeleitung*

Stromt die Warme* .S durch eine leitende Verbindung, die wir ,, Leitstrecke* nennen wollen,
von einem Korper mit der Temperatur 7; in einen anderen mit der Temperatur Tp, so
wird die potentielle Energie (17 — Tp)S frei (Abb. 2.24). Wo bleibt diese Energie? Da sie
nirgendwo gespeichert werden kann, mufl sie zur Warmeerzeugung® verbraucht worden
sein. Die in der Leitstrecke neu erzeugte Wéarme* S, mufl ebenfalls im Temperaturgefalle
stromen und gelangt so in den kélteren Korper mit dem Potential Tp. S, 1483t sich aus der
freigewordenen Energie W, der ,Fallarbeit“ der Warme* S, berechnen:
W,

1o

Bei der Leitung durch ein Temperaturgefialle vermehrt sich demnach die Warme*, und

Wv - (Tl - TO)57 Se =

(2.21)

zwar in gesetzesmafliger Weise. Das ist eine zwar iiberraschende, aber zwangslaufige Fol-
ge unserer Uberlegungen. Wir konnen diesen Vorgang daher nicht ohne weiteres zur
Wiérmeiibertragung® bei kalorimetrischen Messungen benutzen. Wir hatten den Vorgang
schon frither ausgeschlossen, weil er nicht umkehrbar ist, und wir sehen jetzt, dafl dies zu
Recht geschehen ist. Die am kélteren Korper verrichtete Arbeit ergibt sich zu
To(S + Se) = ToS + T - <(T1_T0T°)S> =57 (2.22)
sie ist demnach genauso grof§ wie die vom heifleren abgegebene S - T7. Wahrend sich die
Warmemenge* bei der Leitung vermehrt, bleibt der Energiestrom konstant. Man pflegt da-
her den Vorgang nicht als Warmestromung*, sondern als Energiestromung zu beschreiben,
weil das unter Umstédnden etwas einfacher ist.
Die Energie W, ist die an der Leitstrecke verrichtete Verlustarbeit. Ware statt der
Leitstrecke eine Warmekraftmaschine* zwischengeschaltet, dann wiirde dieser Energiebe-
trag die gewonnene Arbeit sein. Hier wird diese Energie nicht genutzt und daher unter

Vermehrung der ,,thermischen Ladung® verbraucht und entwertet.

Abb. 2.24: Warmeleitung®.
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Abb. 2.25: Warmeleitung® und Potentialfall.

Der Warmeleitung® konnen wir die Elektrizitéatsleitung oder — noch anschaulicher —
einen Wasserfall gegeniiberstellen (Abb. 2.25). Die Verlustarbeit W,, ergibt sich aus dem
Potentialfall der durch die , Leitstrecke“ durchgesetzten Menge (Ladung ), Wassermasse

m), die erzeugte Warme* aus dem Quotienten W, /Ty, wenn Ty die Temperatur der Strecke

ist:
Wy = (1 — 90)Q Se = % (elektr. Widerstand). (2.23)
0
Wy
Wy=1(g9-h1—g-ho)m S, = T (Wasserfall). (2.24)
0

Gemeinsam ist all diesen Vorgangen, dafl wir zwei Teilschritte unterscheiden kénnen:
Potentialfall und Warmeerzeugung*.

Im Fall der Warmeleitung* wird dieser Zusammenhang verwischt, weil die stromende und

die erzeugte ,Menge* von derselben Art sind.

2.4 Warmeinhalt* am absoluten Nullpunkt

Wenn man aus einem Materiebereich alle Warme* S entfernt, dann sollte man erwarten,
dafl seine Temperatur 1" auf Null sinkt. Tatséchlich beobachtet man, dafl man sich dem
Nullpunkt von T" durch fortschreitenden Warmeentzug* beliebig ndhern kann. Da T absolut

mefbar ist, 1483t sich das leicht feststellen. Es gilt demnach:
T — 0 fiir S — 0 (genauer: T'— 0 fiir hinreichend niedriges S) . (2.25)

Schwieriger ist es, die noch im Korper verbliebene Warmemenge* zu ermitteln. Man
konnte den Korper durch chemische Umsetzung zerstoren, dann sollte die noch enthalte-
ne Warme*, die ja nicht vernichtet werden kann, freigesetzt und damit me3bar werden.
Allerdings ist zu beachten, dafl auch die Reaktionsprodukte und die eingesetzten Reagen-
zien einen bestimmten Wéarmeinhalt* haben, so daffl man auf diese Weise tatséchlich nur
den Unterschied AS der von den Ausgangsstoffen entbundenen und von den Endstoffen
wieder aufgenommenen Warmemenge* erfassen kann. Solche Untersuchungen zeigen — wie

sie ausfithrbar sind, kann erst im Abschnitt 4 erldutert werden —, dafl AS bei sehr tiefen
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Temperaturen verschwindet. Dieser Befund sowie andere Erfahrungstatsachen stiitzen die

an sich naheliegende Annahme, da absolut kalte Korper keine Warme* mehr enthalten:
S—0firT—0 . (2.26)

Die aufgestellten zwei Beziehungen konnen in gewissen Entartungsfillen falsch werden.
Wenn etwa ein Wassertropfen vollig verdunstet, dann sinkt sein Warmeinhalt® auf Null,
ohne daf sich seine Temperatur &ndern muf}; im Gegensatz zu unserer ersten Feststellung.
Dehnt man andererseits ein isoliertes Gas immer weiter aus, dann féllt seine Temperatur
laufend und néhert sich dem Nullpunkt trotz konstanten Warmeinhaltes®, was unserer
zweiten Aussage widerspricht. Um solche und dhnliche Fille auszuschlielen, engen wir un-
sere Behauptung auf nicht entartete Koérper ein. Darunter verstehen wir, daf§ das Volumen
nicht verschwinden und nicht beliebig grofl werden darf. Ferner diirfen die Mengen der be-
teiligten Stoffe wohl gegen Null gehen — auch ein Hohlraum ist bei unseren Betrachtungen
zugelassen —, nicht aber gegen Unendlich. Das bisher Gesagte kénnen wir im folgenden

Satz zusammenfassen:
T — 0 genau fiir S — fiir endliche Systeme . (2.27)

Nun beobachtet man, dafl manche Stoffe, zum Beispiel fliissige Gléaser, wenn sie schnell
erkalten, weniger Warme* abgeben, als wenn man sie ganz langsam abkiihlt, obwohl
Anfangs- und Endtemperatur gleich sind. Man gewinnt den Eindruck, als ob Warme*
bei zu raschem FErkalten im Korper eingeschlossen oder eingefroren wird. Im Falle der
Gléser handelt es sich hier um die zum Schmelzen notwendige Warme*. Glasschmelzen
kristallisieren sehr langsam, und durch schnelles Abkiihlen kann man den Vorgang so
verzogern, dafl er praktisch nicht mehr ablduft und die Schmelzwéarme* nicht mehr ab-
gegeben werden kann. Weitere Temperatursenkung wiirde das Kristallisieren noch weiter
verlangsamen, so daf} sich auf diese Weise die eingefrorene Warme* nicht entziehen 1a8t.
Solche Warmeanteile* sind gewissermaflen wie in einer Thermosflasche eingeschlossen, und,
da sie nicht abgebbar sind, kénnen sie ein Thermometer nicht beeinflussen. Sie tragen zur
meBbaren Temperatur eines Korpers nichts bei.

Wir missen also damit rechnen, daf3 verschiedene Stoffe auch in einer absolut kalten
Umgebung noch Warme™* einschlieflen, die so gut wie nicht mehr abfliefen kann. Von diesen
Ausnahmen abgesehen, sollte der obige Satz richtig sein. Die Folgerungen daraus stehen

jedenfalls im Einklang mit der Erfahrung.

2.5 Vergleich mit anderen Warmetheorien

Wer andere Darstellungen der Thermodynamik kennt, wird das Bediirfnis verspiiren,
zu wissen, wie die verschiedenen Begriffssysteme zusammenhéngen. Diese Kenntnis ist
dariiber hinaus notwendig, um die im Schrifttum gesammelten Daten und Erfahrungen
nutzbar zu machen. Das Wesentliche zu verstehen, sollte auch demjenigen nicht schwerfal-

len, dem die iiberlieferte Terminologie nicht geléufig ist.
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2.5.1 Gegeniiberstellung mit der herkommlichen Darstellung

Wir haben uns inzwischen eine Reihe von Begriffen zurechtgelegt, mit denen wir die
Wiérmeerscheinungen zu erfassen versucht haben. Dieselben Vorgénge kann man aber auch
in der iiblichen Sprache der Thermodynamik beschreiben; so daf sich durch Vergleich die
einander entsprechenden Begriffe auffinden lassen miissen.

Wir hatten schon frither darauf hingewiesen, daff man die Warme* mit der Entro-
pie gleichsetzen kann. Streng folgt die Identifizierbarkeit beider Grofien aus folgender
Gegentiberstellung. Unser Verfahren zur Warmetibertragung® von einem Koérper auf den
anderen, zum Beispiel die in Abschnitt 2.1.3. beschriebene Autheizung und Ausdehnung ei-
nes Stabes von 1.000 auf 1.001 m mittels Kolbenprober und Eis-Wasser-Flasche, ist nichts
anderes als ein umkehrbarer CARNOT-ProzefS. Bei diesem Vorgang ist die Entropieab-
nahme —AS; des einen Korpers (Eis-Kalorimeter) gleich dem Entropiezuwachs ASy des
anderen (Stab), weil nach der Theorie die Entropie des Gesamtsystems (Eiskalorimeter
und Stab) wegen der Umkehrbarkeit konstant bleiben muf:

—AS) = AS, . (2.28)

Nun ist bei den von uns als ,, Warmemessung*“ bezeichneten Vorgiangen die im Kalorimeter
gefrierende Wassermasse m einerseits nach herkémmlicher Lehre dem Entropieverlust des
Mefgerdtes —AS] proportional, andererseits sollte m bei uns definitionsgeméafl ein Mafl

fiir den Anstieg des Warmeinhaltes® AS5 des untersuchten Korpers sein:
ASS ~m~—AS] =ASy . (2.29)

Setzt man den konstanten Proportionalitétsfaktor zwischen AS5 und ASs gleich 1, was
durch passende Einheitenwahl erreichbar ist, und legt den Entropienullpunkt geeignet fest,

dann werden Entropie S und Wéarmeinhalt* S* fiir einen Korper gleich:
S=5 . (2.30)

Wer nur die iibliche abstrakte Einfithrung der Entropie kennt als Integral iiber die einem
System reversibel zugefithrten reduzierten Wéarmen® dQye, /7', der wird eine ausfiihrliche
Begriindung als die gegebene wiinschen, um diese Gleichung besser in seine bisherigen
Vorstellungen einordnen zu konnen. Als kleine Hilfe mdgen folgende Bemerkungen dienen:
Die Entropie ist eine Zustandsfunktion, die fiir abgeschlossene Systeme bei wirklich ablau-
fenden, nicht nur gedachten Zustandsénderungen stets zunimmt. Da sie eine sogenannte
extensive oder ,mengenproportionale* Grofle ist, kann man ihr in jedem Raumgebiet eine
bestimmte Dichte zuschreiben. Es ist daher zuléssig, als eine im Raum verteilte Menge an-
zusehen, die einem Korper zugefithrt oder entzogen werden kann, sich insgesamt aber stets
vermehrt und niemals vermindert. Wegen dS = dQyey/T sind die Wirkungen einer Entro-
piezunahme qualitativ die gleichen wie die einer Warmezufuhr®, denn jeden Zuwachs dS,
sei er durch umkehrbare oder nicht umkehrbare Vorgéange verursacht, kann man sich durch

ein dQ,¢, entstanden denken. Da wir nicht unterscheiden kénnen, ob die Warmewirkungen
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der Entropie oder der von einem Korper aufgenommenen Energie e, zuzuschreiben sind,
steht nichts im Wege, statt @) die Grofle S als Warme aufzufassen.

Betrachten wir als nichstes die im Abschnitt 2.3.1. erdrterte Absolutbestimmung des
thermischen Potentials 7™, bei der wir in einem Materiebereich unter Verschleify der Arbeit
W, die kleine Warmemenge* S} erzeugt und nachtraglich unter Gewinn der thermischen
Arbeit [W*| = T* - S¥ vollstandig abgefiihrt hatten. Wegen des Energiesatzes war

W, = |[W*| =TS . (2.31)

In tiberlieferter Sprechweise wird im ersten, irreversiblen Schritt die Arbeit W,, aufgenom-
men, wobei die Entropie wegen der Irreversibilitdt um einen — noch unbekannten — Betrag
Se wachsen muf. Im darauffolgenden, reversiblen Schritt wird die Warme® @) abgegeben
und zugleich die Entropie um @ /T vermindert, wenn 7" die thermodynamische Temperatur
des Materiebereiches bedeutet. Da der Kérper am Ende des Versuches in seinen Ausgangs-
zustand zuriickkehrt, ist die Gesamtanderung seiner Energie und Entropie null, das heif3t
Wy +Q =0und S + Q/T = 0, also

W,=|Q =T-85, . (2.32)

Beim Vergleich mit der zuerst aufgestellten Beziehung sehen wir, dal Warme® im herkémm-
lichen Sinne und thermische Arbeit ebenso wie thermodynamische Temperatur und Warmepotential*

wegen S = S* dasselbe sind:
T=T" Q=w" . (2.33)

Wenn wir diese Gleichung berticksichtigen, sehen wir, dal unsere Warmekapazitaten*
C' = dS/dT, die sinngemaf in iiberlieferter Sprechweise ,,Entropiekapazitiaten heifien
miifften, sich wegen T - dS = d@ genau um den Faktor T von den tiblichen Warmeka-
pazitdten® C' = dQ/dT unterscheiden, die wir wiederum in unserem Sprachgebrauch als

,thermische Arbeitskapazitdten“ zu bezeichnen héatten:
c=T-C" . (2.34)

AuBer bei einem derartigen Vergleich besteht weder in der neuen Fassung ein Anlaf, eine
GroBe C zu bilden, noch in der alten Darstellung das Bedtrfnis, eine Veranderliche C’

einzufithren. Auf alle Félle wére jedoch auch hier
C'=C" und C=0C* . (2.35)

Man erkennt, daff sich die GrundgréBen und damit auch alle davon ableitbaren Varia-
blen ohne Umrechnung einander zuordnen lassen. Das hat fiir uns zunachst eine aufleror-
dentlich praktische Bedeutung. Wir kénnen némlich unsere Warmepotentiale* mit einem
ungewoOhnlichen Quecksilberthermometer messen und die Wéarmeinhalte* vieler Korper
unter der Spalte ,Entropie® in den Tabellenwerken ablesen. Wenn schon die Gréflen gleich-

geblieben sind, was hat sich dann wirklich geandert?
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Um es kurz zu machen: Es ist gezeigt, dafl die zentralen Begriffe der Warmelehre, wenn
auch unter anderem Namen, auf einfache und anschauliche eingefiithrt werden koénnen.
Die Widerspriiche der energetischen Warmeauffassung mit der Anschauung verschwinden
weitgehend, und die sonst in der Vorstellung nicht unterzubringende Entropie erfahrt eine
angemessene Deutung. Endlich kénnen wir Vergleiche zu anderen Teilgebieten der Physik
ziehen, welche die Ubersicht {iber das Begriffsgefiige erleichtern und der Thermodynamik
ihre Abstraktheit nehmen. Wer sich daran stofit, dafl die Warmeleitung nun als ein zu-
sammengesetzter Vorgang erscheint, der mag den Energieflufl statt des Entropiestromes
betrachten und damit zu den alten Formeln zuriickkehren, ohne dabei auf die herkommli-
chen Vorstellungen zuriickgreifen zu miissen.

Um die Unterschiede deutlich werden zu lassen, seien einige anloge Aussagen in der

einen und anderen Sprechweise einander gegentiibergestellt.

a) Energiesatz:

— Die innere Energie eines Systems ist eine Zustandsfunktion. Thre Anderung ist er-
klart als die Summe der vom System aus der Umgebung aufgenommenen Warmen®
und Arbeiten. Die Energie eines abgeschlossenen Systems bleibt bei allen inneren

Vorgéngen konstant.
— Arbeit kann in der einen oder anderen Form gespeichert und wiedergewonnen werden.
Sie 148t sich jedoch weder erschaffen noch vernichten.

b) Entropiesatz:

— Die Entropie eines Systems ist eine Zustandsfunktion. Ihre Anderung ist erklirt als
die Summe der vom System aus der Umgebung umkehrbar aufgenommenen und
durch die jeweilige absolute Temperatur geteilten Warmen®. Die Entropie eines ab-

geschlossenen Systems kann bei inneren Vorgéngen zu-, aber nicht abnehmen.
— Wiérme* ist je nach dem Zustand eines Korpers in geringerer oder gréflerer Menge in
ihm enthalten. Sie ist erzeugbar, aber unzerstorbar.
c¢) Nernstscher Warmesatz:
— Bei Annéherung an den absoluten Nullpunkt der Temperatur verschwindet die Entro-
pie eines im Gleichgewicht befindlichen Systems.

— Absolut kalte Koérper enthalten, von etwaigen Einschliissen abgesehen, keine Warme*.
d) Warmekraftmaschine:

— Der Wirkungsgrad einer idealen Warmekraftmaschine, der Quotient aus nutzbarer
Arbeit zu aufgewandter Wérme®, ist gegeben durch den Temperarturunterschied
zwischen Zu- und Abwéarme®, geteilt durch die absolute Temperatur, bei der die
Wirme® aufgenommen wird: W/Q.y = AT/ T.,,.
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— Die Nutzarbeit einer verlustfreien Warmekraftmaschine* ist das Produkt aus dem
Potentialfall und der Menge der durchgesetzten Warme*: W = AT - S.

In der neuen Betrachtungsweise werden Arbeit — oder besser: Arbeitsvorrat — und
Energie Synonyme, denn es gibt eigentlich ebensowenig wie etwa bei der elektrischen La-
dung einen zwingenden Grund, zwischen Daseins- und Ubertragungsformen der Energie
zu unterscheiden, im Gegenteil, man vermeidet unnétige Erklarungen, wenn man es nicht
tut. Gewisse wichtige Aussagen werden durch die neue Auffassung fast selbstverstéandlich.
Wenn man etwa sagt, es sei unmoglich, eine periodisch laufende Warmekraftmaschine zu
bauen, die nur mit einem Wéarmespeicher fester Temperatur arbeitet (W. THOMSONsche
Fassung des zweiten Hauptsatzes), oder es sei unmoglich, den absoluten Nullpunkt zu er-
reichen (haufig gewéhlte Form des dritten Hauptsatzes), so scheinen diese Behauptungen
so bedeutend oder unbedeutend wie die Satze. , Es ist unmoglich, ein absolutes Vakuum
herzustellen®.

Wir stehen vor der merkwiirdigen Tatsache, dal die Wahl eines einzigen Begriffes —
namlich der Warme — die Gliederung eines ganzen Lehrgebaudes, die Unmittelbarkeit
seiner Aussagen und die Kiirze der Rechenwege, wie wir noch sehen werden, entscheidend
beeinflult. Wie ist das moglich?

Anders als die wissenschaftlichen Bezeichungen sind die der Umgangssprache verhalt-
nisméafig unscharf. So kann ein einziges Wort oft verschieden definierte Begriffe bezeichnen
wie etwa das Wort ,,Kraft“, mit dem der unbefangene Laie Vorstellungen und Eigenschaf-
ten verbindet, wie sie den physikalischen Groflen Druck, Kraft, Energie, Impuls der Po-
tential zukommen. Man hat also eine gewisse Freiheit in der Zuordnung zwischen den
wissenschaftlichen und umgangssprachlichen Begriffen.

Es gibt nun in der heutigen Wérmelehre drei Grofien — die Temperatur 7', die Entropie

S und die einer Arbeit gleichwertige Grofie (Q —, auf die der Name ,, Warme* pafit. Indem

Wiérme(stérke) Wérme(menge) Wérme(arbeit)
T S Q

man der energetischen Groéfle ) den Namen ,, Warmemenge* gab und damit die ganzen
Assoziationen, die mit diesem Wort verbunden sind, an diesen Begriff kniipfte, konnte man
die Grofe S nicht mehr anschaulich deuten; sie konnte nur formal eingefithrt werden und
mufite abstrakt bleiben. Um es mit einem drastischen Bilde zu sagen: Man war mit dem
rechten Fuf ins linke Hosenbein gefahren (Abb. 2.26). In dieser mifilichen Lage wurde die
Theorie noch ausdriicklich dadurch fixiert, dafl man die Gleichwertigkeit von Warme und
Arbeit zum ersten Hauptsatz der Warmelehre erklarte und diesen Satz zu einem Eckpfeiler
des ganzen Lehrgebaudes machte.

Hier drangt sich natiirlich die Frage auf nach den Ursachen fiir dieses Mi3geschick der

Warmelehre, das zu einem unl6sbaren Widerspruch zwischen Theorie und Anschauung
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Abb. 2.26: Metapher fiir das thermodynamik Lehrgeb&ude.

gefiihrt hat, zu einer Flut von abstrakten Begriffen, die diese Wissenschaft so schwer
verstindlich machen. Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, miissen wir einen Blick

zuriick ins vorige Jahrhundert werfen.

2.5.2 Geschichtlicher Ruckblick

Wir kennen seit alters her zwei Theorien®, die den Begriff Warme umschreiben. Zunsichst
deutete man die Warme mit Hilfe der Wellen- oder Bewegungstheorie, angeregt durch
die Beobachtung von Erscheinungen wie Warmestrahlung und Wéarmeentstehung durch
Reibung. Hiernach kann Wéarme entstehen, aber auch wieder vergehen. Zwischen Inten-
sitdt (Temperatur) und Quantitdt (Wéarmemenge) wurde damals wie heute noch in der
Umgangssprache nicht unterschieden.

Spéter, im 18. Jahrhundert, begann man unter dem Einflufl der aufstrebenden Chemie
die Warme als Stoff aufzufassen und sie wie die Elemente als unverénderlich anzusehen.
Dadurch lielen sich erste quantitative Aussagen machen und die Ausbreitung der Wérme
sowie das Verhalten der Temperatur bei Mischungsversuchen zwangslos deuten, wenn man
die Temperatur einfach der Warmekonzentration proportional setzte. Schmelz- und Ver-
dampfungsvorgang wurden als Reaktion dieses Warmestoffes mit der erhitzten Substanz
aufgefafit. Bei der Reibung sollte Warme nicht entstehen, sondern aus dem Trieb frei-
gesetzt werden. Warme war nach der Stofftheorie weder erzeugbar noch zerstorbar. Um
den Temperaturausgleich verschieden warmer Korper zu erklaren, nahmen J.H. LAMBERT
(1779), M.A. PicTET (vor 1800) und andere ihrer Zeitgenossen an, daf§ die Wérme un-
ter einer mit dem Erhitzungsgrad ansteigenden Spannung stehe, die die Ursache fiir ihr
Ausbreitungsbestreben sei.

S. CARNOT, der mit seinen Uberlegungen die Grundlagen der eigentlichen Thermo-
dynamik schuf, stellte 1824 die zwischen einem heiflen und einem kalten Warmespeicher
arbeitende Warmekraftmaschine einer Wassermiihle gegeniiber, indem er die Tempera-

turdifferenz mit der Fallhohe des Wassers und die iiberfithrte Warmemenge mit der hinab-

ausfiihrlichere Darstellung: G.Job,Sudhoffs Archiv 53 (1970) 378
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sinkenden Wassermenge verglich, und berechnete daraus den Arbeitsgewinn einer solchen
Maschine. Seine Ergebnisse gewann er nicht durch Analogieschluf}; sondern leitete sie aus
der damals lingst anerkannten Unmoglichkeit eines ,,perpetuum mobile“ aufgrund der

Stoffvorstellung von der Warme ab, das heif3t, im wesentlichen aus den beiden Annahmen:
a) Arbeit 148t sich nicht erschaffen.
b) Wérme ist nicht erzeugbar und nicht zerstérbar.

Aufbauend auf den CARNOTschen Gedanken leitete E. CLAPEYRON den Zusammenhang
zwischen Dampfdruck und Verdampfungswéarme ab, eine Beziehung, die in der von R.
CrAUsIUS verliehenen Gestalt als CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung bekannt geworden
ist, und schlug W. THOMSON 1848 eine Temperaturdefinition vor, die einer Einfithrung
von T als Potential des Warmestoffes entsprach.

Doch stand die sonst so erfolgreiche Auffassung im Gegensatz zum Ergebnis verschie-
dener Versuche, bei denen offenbar Warme unter Verbrauch von Arbeit entstand und die
daher auf eine Verwandtschaft dieser beiden Gréflen hinzuweisen schienen. B. THOMSON,
H. Davy (um 1800) und besonders J.P. JOULE (nach 1840) hatten in sorgfiltigen Versu-
chen zeigen konnen, dafl Warme erzeugbar sein miifite. Dariiber hinaus hatte JOULE in sei-
nem Kalorimeter immer dieselbe Erwarmung beobachtet, wenn er eine bestimmte Arbeit,
ganz gleich auf welchen Umwegen, umsetzte. Als es dann R. MAYER, J. P.JOULE und H.
v. HELMHOLTZ mit Hilfe der Voraussetzung, dafi Warme und Arbeit im festen Verhéltnis
ineinander umwandelbar sind, zum ersten Mal gelang, den bisher nur fiir rein mechanische
Vorgénge ausgesprochenen Energiesatz auf die ganze Physik auszudehnen, war man ratlos.
Verhielt sich die Wéarme in einer Dampfmaschine gemafi den CARNOTschen Vorstellungen
wie Wasser auf einer Miihle, oder wurde sie verbraucht, so wie es MAYER und JOULE
behaupteten?

R. CrAusius schlug 1850 einen Kompromifl zwischen den widerstreitenden Auffassun-
gen vor. Weder sollte Warme beliebig in Arbeit umwandelbar sein, noch sollte ihre Menge
in einer Dampfmaschine beim Ubergang von hoherer zu tieferer Temperatur erhalten blei-
ben, sondern beide Vorgénge waren in bestimmter Weise miteinander verkniipft zu denken.
Er wies nach, dal man zu ganz entsprechenden Aussagen wie CARNOT und CLAPEYRON

gelangen kann, wenn man die Annahmen der Warmestofftheorie etwa wie folgt abwandelt:

a) Arbeit 148t sich nicht erschaffen und nicht vernichten, ohne daf$ zugleich ein bestimmter

Gegenwert an Wdrme verbraucht oder gebildet wird.

b) Wirme ist-nicht—erzengbar—und-nicht—zerstoérbar geht nicht von selbst von tieferer zu

héherer Temperatur tiber.

Obwohl sich diese Theorie, die parallel zu CLAUSIUS von THOMPSON weiterentwickelt wur-
de, anfangs nicht so leicht durchzusetzen vermochte, weil ihr die Einfachheit und Eleganz
der alteren Auffassung fehlte, verdrangte sie doch spéater alle anderen Denkanséatze. Hierzu

trug vor allem der iiberwaltigende Eindruck bei, den die Auffindung des Energieprinzips
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den Naturwissenschaftlern damals gemacht hat. An diesen Satz wurden tiberspannte Er-
wartungen gekniipft. Man hielt ihn mancherorts fiir die ,,einzige Formel aller wahren Na-
turerkenntnis* (G. HELM 1898), und die Riickfiihrung der Erscheinungen auf die Gesetze
der Energieumwandlung galt nach Meinung von H. HERTZ vielen seiner Zeitgenossen als
letztes Ziel physikalischer Forschung iiberhaupt. Es ist verstandlich, dal bei dieser Hal-
tung die CLAUSIUS-THOMSONsche Warmelehre, in der die Warmemenge, anders als etwa
die Elektrizitatsmenge, keine Grofle eigener Art war, sondern selbst als Energie auftrat,
geradezu als Musterbeispiel einer physikalischen Theorie erschien. Man war daher eher
bemiiht, die anderen Disziplinen nach ihrem Vorbilde zu gestalten, als die Thermodyna-
mik in ihrem Gefiige den Nachbargebieten anzupassen. Die Hoffnung der , Energetiker
hat sich nicht erfiillt, geblieben ist jedoch ihre Warmelehre.

Was man iibersehen hatte, war, daB eine geringfiigige Anderung der Grundannahmen,
die wir oben CARNOT unterstellt haben, hingereicht hétte, um die Widerspriiche der alten
Wiérmetheorie mit der Erfahrung zu beseitigen, so dafl die Umstellung auf die energetische

Auffassung, die viel Miihe und Streit gekostet hatte, vermeidbar gewesen wére:
a) Arbeit 148t sich nicht erschaffen und nicht vernichten.

b) Wérme ist nieht-erzengbar und nicht zerstérbar.

Das Streichen der drei Worter im letzten Satz bedeutet jedoch genau wie CLAUSIUS’ Schritt

eine Absage an die Stoffvorstellung.



Kapitel 3
Allgemeine Thermodynamik

Beim Aufheizen eines Korpers beobachtet man aufler einer Temperaturzunahme verschie-
denartige Nebenwirkungen wie Ausdehnung, Druckanstieg, Verbiegungen, Aufladungen,
stoffliche Umwandlungen usw. Umgekehrt konnen mechanische, elektrische, magnetische
Einwirkungen Temperaturanderung oder Warmeaustausch mit der Umgebung verursa-
chen. Mit diesen Wechselbeziehungen zwischen thermischen und anderen physikalischen
Groflen wollen wir uns im folgenden befassen, wobei wir chemische Verdanderungen vorerst

ausschlie3en.

3.1 Elastische Kopplung

Mit diesem Schlagwort bezeichnen wir ein Denkmodell, das sich auf viele physikalische
Vorgéange anwenden la83t und sich besonders zur Beschreibung der thermodynamischen
Gleichgewichte eignet. Wir wollen uns zunéachst das begriffliche und mathematische Gefiige
dieses Modells an mechanischen Beispielen klarmachen, ehe wir es auf die Warmeerschei-

nungen anwenden.

3.1.1 Elastisches Verhalten

Dehnen wir ein Gummiband (bei konstanter Temperatur) von einer Lénge [y auf eine
Léange [, so stellen wir eine Gegenkraft F' fest, die durch die Auslenkung eindeutig bestimmt

ist und die um so gréfler wird, je grofler wir [ machen:
F=F() . (3.1)

Fin solches Verhalten nennen wir elastisch. Bei kleinen Dehnungen merken wir dabei
zunachst einen steileren Anstieg der Kraft, der dann bei weiterer Auslenkung abflacht,
um schliefflich bei nochmaliger Langung wieder zu wachsen. Eine graphische Darstellung
unserer Funktion F' = F'(I) sehe iibertrieben etwa so aus, wie sie Abb. 3.1 zeigt.

Als ,,Steife“ des Gummibandes bei der Léange {1 definieren wir den Quotienten dF'/dl
an der Stelle /1, das ist die Steigung des Graphen im Punkte P. Der Name Federkonstante,

wie er bei linearem Zusammenhang von F und I: F' = a(l — lp) iiblich ist, will hier nicht



38 KAPITEL 3. ALLGEMEINE THERMODYNAMIK

| y

Steigung ——
w [¢] le

@ Ruhelénge\
ZO

Abb. 3.1: Kraft-Weg-Diagramm fiir das Dehnen eines Gummibands.

recht passen. — Eine Anderung von [ um Al ruft eine Anderung von F um AF hervor.
Es gilt fiir kleine Anderungen AF = (dF/dl) - Al oder beim Ubergang zu differentiellen
Groflen:

dF

dF = ——dl . 2
¥ (3.2)

Zur Dehnung des Bandes um Al miissen wir entlang dieses Weges eine Kraft F' auf-
wenden. Das Produkt Kraft mal Weg ist die am Band verrichtete Arbeit W = F - Al, bei

differentiellen Langendnderungen
dW =F-dl . (3.3)

Die Arbeit wird im Gummiband gespeichert. Der Zuwachs des Energieinhaltes E ergibt
sich zu

dE=F-dl . (3.4)

Wenn wir das Band sich wieder zusammenziehen lassen, wird der im gedehnten Zustand
gespeicherte Energiebetrag wieder vollstandig freigesetzt.

Betrachten wir statt des Gummibandes einen Streifen eines plastischen Kunststoffes.
Auch hier stellen wir beim Dehnen eine Gegenkraft F' fest. Jedoch ist F' hier nicht durch
die Lénge [ des Streifens eindeutig bestimmt. Wenn wir im Ziehen innehalten, verschwindet
die Kraft, obwohl der Streifen gedehnt bleibt. Die beim Strecken um dl gegen die Kraft F'
verrichtete Arbeit dW = F' - dl tragt zwar ebenfalls zum Energieinhalt des Systems bei:

dE=F-dl (3.5)

sie ist aber, anders als beim Gummiband, nicht ohne weiteres wieder gewinnbar, da der
Vorgang sich nicht umkehren 1&8t. Systeme dieser Art sind nicht so leicht zu beschreiben

wie solche mit elastischem Verhalten.

3.1.2 Hauptgroflen

In Anlehnung an den PLANCKschen Formalismus nennen wir alle Grolen auf der rechten

Seite der Energiegleichung, vor denen das Differentialzeichen d steht, ,, Arbeitskoordinaten*
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oder ,Lagen“ (hier: [), Anderungen dieser Variablen als ,, Verriickungen“ (hier: dl). Die
ihnen zugeordneten Groflen, die Vorfaktoren, bezeichnen wir ganz allgemein als ,, Krafte“
oder , Starken“. Dabei soll eine von auflen einwirkende Kraft positiv zéhlen, wenn sie
die Arbeitskoordinate zu vergroBern sucht. Das Produkt aus Verriickung und zugehériger
Kraft ist jeweils eine am System verrichtete ,, Arbeit“ und beschreibt einen Zuwachs der

Energie .

— ,Arbeitskoordinaten* konnen sein:

Wege, Volumen, Fliachen, Mengen usw.

— ,Krafte“ konnen sein:

Kréfte, Driicke, Spannungen, Potentiale usw.

— ,Arbeiten“ konnen sein:

mechanisch, magnetisch, elektrisch, thermisch, chemisch.

Im folgenden betrachten wir nur verlustlose Systeme, die in der Lage sind, die in sie
hineingesteckte Arbeit bei Umkehrung des Vorganges auch wieder vollstdndig abzugeben.
Im Innern dieser Systeme kann also keine Entropie entstehen, dS. = 0, so daf} sich der
Entropieinhalt nur durch Zufuhr von auflen dndern kann, dS = dS,. Der Zustand des Sy-
stems, insbesondere die jeweiligen Kréfte, seien durch die gewéhlten Arbeitskoordinaten
eindeutig bestimmt. In diesem Fall geben wir der Differentialgleichung, die uns die Ande-
rung der Energie in einem derartigen System beschreibt, den Namen ,, Hauptgleichung*
und nennen das System ,elastisch®. Mathematisch gesehen, ist dE dann ein vollstandiges
Differential. Krafte und Arbeitskoordinaten fassen wir unter der gemeinsamen Bezeichnung
,2HauptgroBen“ zusammen. Nur die gegenseitige Abhéngigkeit dieser Groflen interessiert
uns in diesem Abschnitt. Wir wollen uns daher bemiihen, die Begriffe so zu wahlen, dafl
sie von allen anderen Eigenheiten der betrachteten Vorgange unabhéngig sind.

Die Energie als Funktion der Arbeitskoordinaten, im Falle unseres Gummibandes al-
so E(1), ist fiir ein elastisches System ,charakteristische Funktion“. Das heift, falls diese
Funktion ermittelt ist, lassen sich grundsatzlich alle mit Hilfe der Hauptgrofien beschreib-

baren Eigenschaften berechnen und sind somit als bekannt anzusehen. Die fehlenden Krafte

Ladung
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M7
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Warme
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N _ -
F s N\
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Abb. 3.2: Beispiele fiir elastische Systeme.
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erhdlt man zum Beispiel durch Ableitung von F nach den entsprechenden Koordinaten.

So ist etwa fiir unser Gummiband mit dE = F - dl:

F) = dfﬂ(” (3.6)

Man muf sich klar dariiber sein, dafl unsere Erkléarung eines elastischen Systems sehr
allgemein ist. Darunter kann ein Kondensator, ein aufzuheizender Koérper oder ein Gewicht
fallen, das tiber eine feste Rolle oder einen Flaschenzug gehoben wird (Abb. 3.2). Aber
auch ein bewegter Korper kann dazu gerechnet werden, wovon wir allerdings spater keinen
Gebrauch machen wollen. Wenn man den Impuls m - v als ,, Arbeitskoordinate“ wéhlt,
ist die Geschwindigkeit v die zugehorige , Kraft“, denn es gilt fiir die Bewegungsenergie

E = %m - v2 bei konstanter Masse m:

dE =v-d(mv) . (3.7)

3.1.3 Mit- und Gegenkopplung

Nun sei ein mechanisches System betrachtet, in dem Kopplungen auftreten, und zwar ein-
fach ein beliebig elastischer Korper oder Klotz, den zwei Stempel mit den Kréften F und
F’ gegen eine starre Unterlage driicken (Abb. 3.3 links). Beide Stempel, deren Lage durch
die Koordinaten [ und I’ gekennzeichnet wird, seien frei beweglich. Sie lassen sich jedoch
nicht vollig unabhangig voneinander verschieben und sind auch nicht starr miteinander
gekoppelt, so dafl die Lage des einen Stofels die des andern vollstandig festlegt, sondern
»elastisch“: Wird ein Stempel hineingedriickt, so kommt der andere heraus. Man kann das
Herausdriicken verhindern, wenn man den Stempel festhélt, jedoch wéchst dann die her-
ausdriangende Kraft, so dafl ein Verschieben jetzt behindert wird. Eine solche Kopplung
zweier Vorginge, bei denen der eine Vorgang den anderen erschwert, wollen wir gegen-
sinnige, oder kiirzer, Gegenkopplung nennen, bei wechselseitiger Erleichterung sprechen
wir von gleichsinniger oder Mitkopplung. Ein Beispiel fiir den zweiten Fall zeigt Abb. 3.3
rechts.

Statt die Stofel selbst zu betrachten, ist es fiir eine allgemeine Beschreibung vorteil-

hafter, nur die Anderung ihrer Lagekoordinaten zu verfolgen. In diesem Sinne wollen wir

7
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Abb. 3.3: Beispiele fiir die Kopplung zweier Kréfte.
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davon sprechen, dafl [ und I’ selbst elastisch mit- oder gegengekoppelt sind, je nachdem, ob

ein Anwachsen von [ in Richtung auf eine Vergrofierung oder Verkleinerung von I’ hinwirkt.

3.1.4 Energie und Kréafte

An den in Abb. 3.3 gezeigten Systemen kann auf zwei Weisen Arbeit verrichtet und ge-

speichert werden, namlich durch Bewegen des einen oder anderen Stofels:
dW = F -dl und dW'=F'-dl’ . (3.8)

Das Differential der Energie — der Zuwachs des Arbeitsvorrates — lautet also, wo wir nun

zwei Stellmoglichkeiten haben:
dE =F -dl+ F'-dl' . (3.9)

Das ist die Hauptgleichung fiir unser jetzt ,, zweistelliges* (d.h. zwei unabhéngige Verander-
liche besitzendes) elastisches System. [ und !’ hinter dem Differentialzeichen sind die Ar-
beitskoordinaten, die Vorfaktoren F und F’ die zugehorigen Kréfte. Ferner ist E(l,1’)

chrakteristische Funktion, insbesondere gilt:

dE dE
F=(-= F == 3.10
( dl )l’ 7 (dl/>l 7 ( )

wie man sofort durch Vergleich der Vorfaktoren sieht, wenn man die Hauptgleichung dem

(vollstandigen) Differential der Funktion E(I,1’) gegeniiberstellt:

dE dE
dE = =) dl — ) da’ . 3.11
<dl>l’ +<dl/>l ( )

In der Thermodynamik pflegt man bei Ableitungen nicht nur diejenige unabhéngige
Veranderliche anzugeben, nach der gerade differenziert wird, sondern fiigt die iibrigen, die
dabei konstant gehalten werden, dem eingeklammerten Ableitungssymbol als Index bei.
Der Grund fiir diese aufwendige Schreibweise ist der, daff man sich nicht von vornherein
auf einen bestimmten Veranderlichensatz festlegen mochte. So kann man sich die Energie
statt von [, I’ auch ebensogut von I, F’ oder F', F’ usw. abhingig denken. Das Zeichen
dE/dl oder, weil es auch haufig geschrieben wird, 0F/Jl wire dann nicht mehr eindeutig.
Es konnte die Ableitung durchaus verschiedener Funktionen nach [ bedeuten, ndmlich zum
Beispiel von E(1,l'), E(I, F"), E(l, F) usw.

Die Kraft F' hangt nicht nur wie beim Gummiband von [ alleine ab, sondern zugleich

von der Stellung des zweiten Stempels. Entsprechendes gilt fir F”:
F=F(1), F =F(1l) . (3.12)

Bei der zeichnerischen Darstellung kommen wir daher nicht mehr wie frither mit einer
Kurve aus, sondern miissen auf ein rdumliches Bild zuriickgreifen (Abb. 3.4 links).

Wenn [ um dl bei festem !’ anwéchst, dann nimmt F um dF = (dF/dl)y - dl zu. —
Das Ableitungssymbol (dF'/dl);, versucht ja gerade diesen Zusammenhang zu kennzeich-

nen: Zunahme von F' (Zihler) infolge Anderung von [ (Nenner) bei konstantem I’ (Index).
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Abb. 3.4: F(1,1')-Flichen.

Anschaulich bedeutet dieser Koeflizient die ,,Steife* des elastischen Klotzes in der Pref-
richtung [, bei festem [’. — Ein anschlielender Anstieg von I’ um dI’ bringt einen weiteren
(positiven oder negativen) Zuwachs um (dF/dl’); - dl’, so dal wir fiir die Gesamténderung

erhalten:

dF dF dF’ dF’
dF = (=) ~di+(—,) -dl dF' = ~dl dll . 1
(dl>l’ +<dl/)l 7 <dl )l/ +<dl/>l (3 3)

Wir haben zugleich die entsprechende Beziehung fur F’ angeschrieben. Dieser Zusam-

menhang 148t sich aus der Abb. 3.4 rechts ablesen, die einen kleinen, schon fast ebenen
Ausschnitt aus der F'(I,1")-Flache zeigt. Wenn wir beachten, daf$} sich die Kréafte auch als
Ableitungen der Energie angeben lassen, dann finden wir zwischen den zwei durch die
Kopplung bedingten Koeffizienten in den Differentialen dF' und dF’, weil die Ableitungs-
folge vertauschbar ist (SCHWARZscher Satz), den folgenden Zusammenhang:

2 2 !
aeN _ dE - dE - (dFTN (3.14)
ar ), d-ar arda - \d ),

Der Einfachheit halber haben wir in den mittleren Ausdriicken die an sich notwendigen

Klammern und Indizes weggelassen. Auf diese Gleichung kommen wir spater noch zuriick.

3.1.5 Haupt- und Nebenwirkungen

Bei einer Stempelbewegung oder, allgemeiner gesprochen, bei einer Anderung der Lage-
koordinaten beobachten wir verschiedene Wirkungen. Um sie zu kennzeichnen, benutzen

wir Differentialbeziehungen zwischen den Hauptgrofen.

a) Hauptwirkung und HauptmaSBe:

Je tiefer ein Stempel hineingedriickt wird, je grofler man also | oder I’ macht, desto
grofler wird die zugehorige Kraft. Diese Wahrnehmungen machen wir auch, wenn keine
Kopplung besteht. Eine derartige Wirkung, bei der man die gegenseitige Abhangigkeit
zusammengehoriger Groflen beobachtet, nennen wir Hauptwirkung. Sie wird quanti-

tativ in unserem Beispiel etwa durch die uns zum Teil schon bekannten, positiven

dF dF’ di
= =) . 1
(dl)l’ ’<dl,>l 7(CZ‘F>F’ (3 5)

Koeffizienten
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beschrieben, allgemein durch Differentialquotienten, die in Zéhler und Nenner einander
zugeordnete Hauptgroflen enthalten, wobei es auf den Index nicht ankommt. Solche
Koeffizienten sollen Hauptmafle heifen. Um den Sinn eines Ausdruckes wie (dl/dF) g,
einzusehen, bedenke man, dal man statt /' und F’ in Abhéngigkeit von der Lage der
Stempel zu betrachten, zum Beispiel auch die Einstellung der Koordinaten [ und !’ bei
Vorgabe der Kréfte beobachten, also die Funktionen [(F, F’) und I'(F, F') untersuchen
kann. (dl/dF) s, kennzeichnet anschaulich die , Eindriickbarkeit“ oder ,, Weicheit“ des
Klotzes in der Prefirichtung [ bei festem F’.

Nebenwirkung und Nebenmaifle:

Als Nebenwirkung bezeichnen wir den infolge einer Verdnderung einer Koordinate auf
die anderen Lagen und Krafte ausgeiibten Einfluf. Das Vorzeichen dieser Effekte ist im
Gegensatz zur Hauptwirkung — diese tritt ja auch auf, wenn keine Kopplung vorliegt,
wéahrend die Nebenwirkungen dann verschwinden - abhingig von der Art der Kopplung.
In dem in Abb. 3.3 links gezeigten System mit gegensinniger Kopplung gilt etwa: Je
tiefer der eine Stempel eindringt, desto stiarker drangt der andere heraus. Das duflert
sich darin, dafl entweder die Gegenkraft auf ihn anwachst, wenn er festgehalten wird
(I" = const), oder daB er zuriickweicht, wenn er frei beweglich ist (F’ = const). Dieses

Verhalten konnen wir quantitativ zum Beispiel durch die Differentialquotienten

dF/> <dl’>
=), (=) . (3.16)
<dl v dl ) p,

kennzeichnen, wovon der erste hier positiv, der zweite negativ ist. Umgekehrt finden wir
bei gleichsinniger Kopplung (Abb. 3.3 rechts), falls wir den einen Stempel eindriicken,
da der zweite Stempel tiefer eindringt, wenn man die Kraft auf ihn aufrechterhalt
(F" = const), oder dafi die Gegenkraft des Korpers sinkt, wenn man den Stempel am
Orte festhalt (I’ = const). Die genannten Koeffizienten haben in diesem Fall das ent-
gegengesetzte Vorzeichen. Sie sollen — wie alle in Zahler und Nenner aus nicht zusam-
mengehorigen HauptgroBlen gebildeten Differentialquotienten — den Namen Nebenmafle

tragen.

Riickwirkungen:

Natiirlich ist es auch fiir das Geschehen auf der einen Seite nicht belanglos, was sich
auf der Gegenseite abspielt. Ein Stempel ist zum Beispiel schwerer eindriickbar oder —
allgemeiner gesprochen — eine Arbeitskoordinate schwerer zu éndern, wenn die andere
festliegt (I’ = const), dagegen leichter, wenn sie ,,beweglich® ist (F’ = const), und zwar
unabhéngig von der Art der Kopplung. Die mathematische Beschreibung fiir diesen
Sachverhalt lautet:

dF dF dl dl
= = = = . 1
(@), (7). (@),<GF), 610

Der Korper erscheint demnach in dem ersten Fall weniger elastisch, steifer, als in dem
anderen. Obwohl also der zweite Stempel nicht betroffen ist, wirkt er doch auf die Be-

wegung des ersten zuriick. Allgemein wollen wir unter Riickwirkung den mittelbaren
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Einfluf} einer an sich unbeteiligten Arbeitskoordinate auf einen betrachteten Effekt ver-
stehen, formal also die Anderung eines Koeffizienten bzw. Differenzialquotienten durch
Variation der Indizes, die keinem am Aufbau des Quotienten beteiligten Grofienpaar

angehoren.

Noch eine Bemerkung zu der im letzten Abschnitt gefundenen Gleichung (dF/dl');
= (dF'/dl)y: Sie besagt, dafl die durch den ersten Ausdruck beschriebene Nebenwirkung
zahlenméafig ebenso grof} ist wie die durch den zweiten Ausdruck gekennzeichnete. Diesen
Sachverhalt kénnen wir auch in die Worte kleiden, dafl der Stempel an den zweiten ebenso
stark gekoppelt ist, wie der zweite an den ersten, oder noch kiirzer: Die wechselseitige
Kopplung ist gleich stark! Diese oder, besser gesagt, entsprechende Tatsachen werden bei
nahezu allen thermodynamischen Herleitungen mittelbar genutzt, ndmlich immer dann,
wenn wir die Stiirzregel oder in der herkommlichen Thermodynamik den SCHWARZschen
Satz oder die MAXWELLschen Beziehungen anwenden (vgl. die Abschnitte 3.2.2. und 3.7.1).

AbschlieBend sei noch erwahnt, dal auch umgekehrt fiir ein beliebiges Gebilde mit zwei
Koordinaten [, I’ und zwei Kraften F'(1,1"), F'(l,1') das Differential dE = F -dl + F'-dl'
vollstandig ist oder, anders gesagt, dal die Energie eine Funktion der Koordinaten F =
E(1,1') ist, wenn die Bedingung (dF/dl'); = (dF’'/dl)y, allgemein erfiillt ist. Physikalisch
heifit dies nach unseren fritheren Vereinbarungen, dafl ein elastisches System vorliegt. Die

Symmetrie der Kopplung ist also ein kennzeichnendes Merkmal solcher Systeme.

3.1.6 Unstabiles Verhalten

Wir haben oben gefunden, dafl die Hauptmafe fiir die betrachteten elastischen Korper
positiv sind. Man kann nun ganz allgemein zeigen, dafl diese Mafle nicht negativ werden
diirfen, wenn das Verhalten nicht unstabil werden soll. Dabei nennen wir ein elastisches
System (vgl. die Beipiele in Abb. 3.5; das Gewicht links geh6rt nicht zum System, sondern
veranschaulicht nur eine konstante Aufienkraft) in einem bestimmten Zustand ,,unstabil®,
wenn es sich bei konstanten dufleren Kraften, die unter anderem auch null sein kénnen,
bei einer kleinen Stérung aus der urspriinglichen Gleichgewichtslage zu entfernen sucht.
Gleichgewicht kann man durch passende Wahl der dufleren Krafte fiir jeden Wert der

Arbeitskoordinaten erreichen.

\ Iy )
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F = const

Abb. 3.5: Beispiele fiir unstabile Gleichgewichte.
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Um uns den Sinn dieser Festsetzung klarzumachen, betrachten wir ein Gummiband,
an dem ein Gewicht G héingt und fiir das dF'/dl < 0 sein soll. Kraft und Gegenkraft
seien ausbalanciert: F' = G. Eine kleine Storung der Gleichgewichtslage nach unten (I
steigt) fithrt dazu, daB F' abnimmt und G — F' > 0 wird. Die resultierende Kraft treibt
das Gewicht nicht nach oben in die Gleichgewichtslage zuriick, sondern nach unten noch
weiter von ihr fort, wodurch sich das Miiverhaltnis zwischen F' und G nur noch vergrofiert
und das Absinken beschleunigt wird. Bei einer zufalligen Stérung der Anfangslage nach
oben schnellt das Gewicht aufwarts.

Die Ursache fiir dieses unstabile Verhalten ist, dafl wir dF'/dl < 0 vorausgesetzt haben.
Man sieht sofort, dafl in allen Fallen, wo die Kraft sinkt, wenn die zugehorige Arbeitkoor-
dinate vergroflert wird, das entsprechende Hauptmaf also negativ ist, mit einem derartigen
Verhalten gerechnet werden muf.

Alle bisher meist aus der Anschauung gefolgerten Aussagen iiber Vorzeichen und
Groflenvergleiche der Koeffizienten lassen sich formal herleiten, sobald fiir ein System fest-
steht, ob es sich stabil verhalt — was fast immer zutrifft — und von welcher Art die Kopplung
zwischen den Arbeitskoordinaten ist. Das bedeutet, dafl die Struktur eines stabilen, ela-
stischen Systems hinsichtlich der genannten Aussagen durch die Kopplungen festgelegt
ist, unabhéngig davon, ob man mechanische, thermische, elektrische usw. Eigenschaften
betrachtet. Solche Strukturaussagen kann man daher ohne weiteres von einem vertrauten
auf ein weniger bekanntes, aber in bezug auf Kopplung und Stabilitat gleichartiges System

{ibertragen. Darin liegt der Wert der jetzigen Uberlegungen.

3.2 Rechenregeln fiir Differentialquotienten

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Rechenregeln angeben, mit deren Hilfe man einen
Differentialquotienten durch andere darstellen kann, die zum Beipiel der Messung leichter
zuganglich sind. Bei der groflen Fiille der denkbaren Koeffizienten ist eine solche Moglich-
keit zur Einsparung sehr niitzlich. Obwohl es sich hierbei um rein mathematische Sach-
verhalte handelt, wollen wir sie doch von vornherein auf physikalischem Hintergrund se-
hen. Die benutzten Veranderlichen u, v, w ... konnen wir uns als Groflen denken, die die
Eigenschaften eines Systems beschreiben. z1, zo ... 2, seien irgendwelche voneinander un-
abhéngige Parameter, die den Zustand des Systems kennzeichnen. Dann sind die Grofien ,
v, W ..., die in verschiedener Weise voneinander abhangen koénnen, letzlich als Funktionen

der z; anzusehen.

3.2.1 Umrechnen auf neue Veranderliche

In der Thermodynamik, in der sich viele Gleichungen am einfachsten in differentieller
Form schreiben lassen, liegt es nahe, die ndtigen Umformungen auch iiber Differentiale
auszufithren. Zur Umrechnung einer gegebenen Ableitung (du/dv)y».. einer Funktion

u(v,v’,v"...) kann man hierbei die Eigenschaft ausnutzen, daf sie sich als Quotient zweier
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Differentiale schreiben 1af3t:

dv (dv)g

sofern nur der Nenner nicht verschwindet. Der Index a steht hier und im folgenden jeweils

<du>a _ (du)q 5.18)

als Abkiirzung fiir etwaige weitere, im einzelnen augenblicklich unwesentliche Grofien, hier
insbesondere fiir v, v” ... Die Zeichen (du), und (dv), bedeuten die Differentiale der Grofien
v und v, dargestellt als Funktion irgendwelcher anderer gemeinsamer Veranderlicher — et-
wa v, v' " ... oder der Parameter z1, 29 ... 2, — unter der Bedingung a = const. Das weitere
Vorgehen sieht meist so aus, dal man die beiden Differentiale mit Hilfe mathematischer
oder thermodynamischer Beziehungen getrennt berechnet, durcheinander teilt und entste-
hende Quotienten von Differentialen wieder durch die iiblichen Ableitungssymbole ersetzt
(vgl. hierzu Abschn. 3.7.3). Ein simples Beispiel hierfiir ist das folgende: Wahlt man v, v/,

v” ... als unabhangige Veranderliche, dann bleibt von dem vollstandigen Differential

du = (du) dv + <du> dv’ + (dzf> dv" + ... (3.19)
dv v dv’ v’ ... dv” v’ ...

unter der Bedingung a = const wegen (dv), = dv, (dv'), = 0, (dv"), = 0, ... nur das erste
Glied {ibrig:
du
(du)q = (Ch}>a (dv)a (3.20)
so daf wir nach Division durch (dv), den urspriinglichen Ausdruck zuriickerhalten.

Zur Abkiirzung des Verfahrens ist es zweckmafig, sich einige weitergehende Regeln be-
sonders zu merken, wie sie auch im Schrifttum gelegentlich erwahnt werden. Es seien hier
vier einfache Operationen genannt, mit der die in der Uberschrift gestellte Aufgabe ,, Um-
rechnen eines Differentialquotienten auf neue Verdnderliche* bewaltigt werden kann. Die
gezielte Anwendung wird im Abschnitt 3.2.3 besprochen. Um die einzelnen Rechenschritte

leichter zitieren zu konnen, wollen wir ihnen Namen geben.

(),-(8).
(), (2).(5). -

In jedem Ausdruck sind die Indizes gleich!

a) Umbkehren:

b) Erweitern:

c¢) Einschieben eines Index:

(@)= (). (@), 029

Jeder Ausdruck enthélt den vollstandigen Groflenstz u, v, w, a!
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d) Andern des Indea:

(@)= (@) (@) ). 80

Wenn man also im Ausgangsquotienten (du/dv).q z gegen w austauschen will, so kann
man das tun, indem man den Quotienten mit dem gednderten Index hinschreibt und als
,Korrektur® den gewissermaflen mit w erweiterten urspriinglichen Ausdruck addiert.
Dabei enthalt der erste Faktor den neuen Satz unabhéngiger Veranderlicher v, w, a

und der zweite Faktor den alten v, z, a.

Hinreichend fiir die Giiltigkeit der angegebenen Rechenregeln ist, dafi alle auftretenden
Differentialquotienten auf der linken und rechten Seite sinnvoll sind, das heifit, dafl die
Groflen im Zahler sich wirklich als differenzierbare Funktionen der im Nenner und Index
vorkommenden Veranderlichen darstellen lassen.

Zur Herleitung greifen wir auf die Zerlegung einer Ableitung in einen Quotienten zweier

Differentiale zurtick.

zu a)

<;lz>a N EZZ;Z - <d1)a =1/ <ZZ>G : (3.25)

(). = . = (@), (&), - o

zu ¢) Wihlen wir u, v, a als unabhéngige Veranderliche, dann lauten die Differentiale der

zu b)

im Ausgangsausdruck vorkommenden Groflen zundchst unabhéngig voneinander

dw dw dw
du, dv, dw = <du>w du + (dl))ua dv + (da)w da,da. (3.27)

Unter der Bedingung w, a = const bzw. dw = 0, da = 0 ergibt sich zwischen du und

dv die Beziehung
(%) uq (@0)wa

(@)

die nach Division durch (dv),, und Umkehren des Nenners in die behauptete Glei-

(dt) e = — (3.28)

chung iibergeht.

zu d) Mit v, w, a als unabhéngigen Verdnderlichen wird

du du du
du = <dv>wa dv + <dw>m dw + <da>vw da . (3.29)

Die Differentiale dv, dw, da lassen sich ihrerseits entwickeln, indem man v, z, a als
Variable betrachtet. Unter der Bedingung z, a = const entsteht
dw

(dv)zeg =dv , (dw)q = (dv) dv, (da),, =0 . (3.30)

Setzen wir dies in das oben angeschriebene Differential du ein — womit wir (du),,

erhalten — und teilen durch dv bzw. (dv).q, so ergibt sich die gesuchte Gleichung.
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3.2.2 Stiurzregel

Als néchstes sei eine Regel genannt, die mit den Kopplungserscheinungen in besonde-
rer Weise zusammenhangt. Wir gehen dabei von einem n-gliedrigen Differential aus, das
wir uns als Hauptgleichung eines elastischen Systems mit n unabhéngigen Veranderlichen

denken konnen (,,n-stelliges* System):
dE = y1dxy + yodxo + y3drs + ... + ypdr, . (3.31)

Die z sind dann als Arbeitskoordinaten und die y als zugehorige Krafte aufzufassen, die
infolge von Kopplungen einzeln von samtlichen x abhingen konnen. Alle x nennen wir
untereinander , gleichartig”, ebenso alle y. Die x und y, die den gleichen Index besitzen
und gewissermaflen ein zusammengehoriges Paar bilden, heiflen wir ,,zugeordnet*.

Die insgesamt n? moglichen Ableitungen der y nach den x,

<dy¢>xﬁ (i,j =1,2,3..n) (3.32)

dl’j

sind nicht alle verschieden. (Das Zeichen T bedeutet die Gesamtheit aller « ohne z;). Um
das einzusehen, erinnern wir uns, daf sich die y ihrerseits als Ableitungen von F nach den

zugehorigen = schreiben lassen:

dE .
Y = (d%)x (1,7 =1,2,3..n) (3.33)

und dafl wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungsfolge gilt:

dy;\ ([ d*E\ ([ dPE \ _ [dy; (3.3)
d{L‘j 2 N dl’ldl‘J N d$]dl'1 N dl‘i - ' '
J J

Diese Beziehungen haben wir frither als Merkmal fiir eine gleichstarke Kopplung der Ar-

beitskoordinaten, hier x; und z; gedeutet. Wir konnen das Ergebnis der Rechnung, den
Ubergang vom ersten zum letzten Ausdruck, ohne die Indizes zu benutzen, die ja bei unse-
ren Hauptgrofien gewohnlich fehlen, wie folgt beschreiben (die eingeklammerten Teile sind

vorlaufig wegzudenken):

a) Vertauschen von Zahler und Nenner und gleichzeitiger Ersatz dieser Grofien durch die

jeweils zugeordnete.

b) (Umkehren des Vorzeichens, falls im Zahler und Nenner untereinander gleichartige
Groflen stehen.)

¢) In den Index werden alle im urspriinglichen Ausdruck ungepaart vorkommenden Verénder-
lichen eingesetzt (und zusétzlich alle diejenigen Paare zusammengehoriger Grofien, die

darin vollstandig fehlen).
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,Ungepaart“ heiflt, dafl der zugehorige Partner fehlt. Wenn wir den bislang noch iiberfliissi-
gen Text in Klammern hinzunehmen, bleibt das Ergebnis trotzdem richtig. Das machen

wir uns am besten an einem handfesten Beispiel klar (n = 4):

dy a) dy. b) dy c) dy.
(F;>Jj1:1}2:1}4 <ﬁ) (Tli> ﬁ To2T3T4 (3'35)

zu a) Dem y; ist das z; und dem x3 das y3 zugeordnet. Demnach gehort z; in den Nenner

und y3 in den Zahler.

zu b) Das Vorzeichen bleibt positiv, da ys als Kraft und 2 als Koordinate verschiedenartig

sind.

zu ¢) Nur xg, x3, x4 sind im urspriinglichen Ausdruck ungepaart und damit in den neuen
Index einzusetzen. Zuséatzliche Paare sind nicht anzufiigen, da jedes der vier Paare

x;,y; mit wenigstens einer Grofle links vertreten ist.

Zum selben Ergebnis kommen wir {iber die zweiten Ableitungen der Energie.

Die Schritte a) bis ¢) zusammengenommen lassen sich als eine Rechenoperation auffas-
sen, die wir ,,Stiirzen“ nennen wollen und welche den Endausdruck ohne den Umweg tiber
das Energiedifferential unmittelbar liefert. Ein Differentialquotient soll , stiirzbar® heiflen,
wenn er durch diese Umformung wie die Quotienten oben in einen Ausdruck iibergeht, der
denselben Zahlenwert besitzt. Ehe wir uns den Eigenschaften dieser Operation zuwenden,
eine Zwischenbemerkung:

Statt nur die z als unabhéngige Verénderliche zu wéhlen, kann man in der Regel auch
irgendwelche anderen n Hauptgroflen herausgreifen, von denen die n iibrigen dann als
abhéngig zu denken sind, zum Beispiel bei unserem elastischen Klotz, wo n = 2 ist (dF =
F-dl+ F'-dl'):

l=I(FF F=F(,F U'=10U(F,l
(F, F') (L, F) oder (F,1) usw. (3.36)

T
I'=U(FF) U=1(,F) F' = F'(F,1)

Jeder willkiirlich aus n + 1 verschiedenen Hauptgroflen gebildete Differentialquotient stellt
eine mogliche Ableitung einer solchen Funktion dar, wobei zwei Groflen im Quotienten
selbst stehen und die iibrigen n - 1 als Indizes auftauchen. Von Entartungsfillen, etwa
bei Systemen ohne Kopplung, wo diese Aussage falsch wird, konnen wir hier absehen.
Angewandt auf unser Beispiel heifit dies, daf} alle aus n + 1 = 3 der GroBen F, F’, [, I
beliebig zusammengesetzten Ableitungssymbole sinnvolle Koeffizienten kennzeichnen, was

ja offenbar auch zutrifft:

dl dl’ dF’
(dF>F, ’<cu>p ’<dF>l s (3.57)

Die ,,Stiirzregel“ besagt nun, dafl jeder derartige Differentialquotient stiirzbar ist. Wir
erfassen mit dieser Regel auf einen Schlag eine grofie Zahl wichtiger Beziehungen, die
wir, wie sich zeigen wird, alle als Folge der gleichstarken wechselseitigen Kopplung sehen

koénnen.
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Voraussetzung der Anwendbarkeit der Stiirzregel ist namlich, dafl zwischen sonst be-
liebigen 2n Veranderlichen x1, a2 ... &y, Y1, Y2 ... Yn €in Zusammenhang besteht, in dem

die y als Funktionen der x so darstellbar sind, daf} fiir alle ¢ und j

dy; dy;
- =22 3.38
<di€j>mﬁ <d%‘)xf (3.38)
J 1

wird. Wenn das gilt, dann kann aufgrund eines mathematischen Satzes jeder sinnvolle,

aber sonst willkiirlich aus den = oder y zusammengesetzte Differentialquotient gestiirzt
werden, ohne seinen Wert zu &ndern. Wir haben oben gesehen, dafl die Hauptgrofien eines
elastischen Systems gerade diese Voraussetzung erfiillen, die wir anschaulich als Ausdruck
dafiir deuten konnen, dafl je zwei Arbeitskoordinaten x; und z; symmetrisch gekoppelt
sind.

Um das Stiirzen zu iiben, sei noch einmal ein Beispiel ausfiihrlich gezeigt ( n = 4):

dy2 a) dx1 b) ([ dxy c) _ (dzy
(dy1>x113y3 (dm;) i) — dm; . (3.39)
zu a) y2 und y; werden vertauscht und zugleich ys durch das zugeordnete zo und y;

entsprechend durch xz; ersetzt.

zu b) Das Vorzeichen ist zu dndern, da x; und x5 beide Arbeitskoordinaten und somit

gleichartig sind.

zu ¢) Nur das y; ist von den fiinf urspriinglichen Groflen ungepaart und erscheint daher im
Index zusammen mit dem Paar x4, y4, das im Ausgangssymbol gar nicht vertreten

ist.

Geméf der Stiirzregel sind die Ausdriicke links und rechts einander gleich.

Um einen Eindruck davon zu geben, wie man die Regel herleiten kann', wollen wir sie
fiir den noch leichten, aber besonders wichtigen Fall n = 2 beweisen, und zwar einfach,
indem wir sdmtliche hier méglichen 24 Differentialquotienten durchmustern. Wir haben

davon auszugehen, daf3 die vier Gréflen x1, x3, y1, y2 so zusammenhéngen, daf

<dy) :(dy) (3.40)
d$2 z1 d$1 o

wird. Hier ist ¢ = 1, j = 2. Die Félle i = 1, 7 = 1 und i = 2, j = 2 sowie i = 2,
j = 1 ergeben keine neuen Aussagen, so dafl wir sie weglassen kénnen. Wenn wir den
Differentialquotienten auf der linken Seite der Gleichung mit yo ,erweitern“ und auf der

rechten den Index x5 ,einschieben“ nach den frither behandelten Regeln, dann entsteht

(dw> <dyz> :_<dy2> (dﬂ«"2> oder (dyl> :_<d%‘2>
dyg z1 diL'Q z1 diL‘Q z1 d.?Ul Yo dy2 1 dl’l Yo

(3.41)

Ivollstindiger Beweis: G. Job, Z. Naturforsch. 25a (1970) 1502
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Wenn wir die Umformung durch Einschieben von x; links und Erweitern mit y; rechts

fortsetzen, dann erhalt man iiber

dy1 dl’l . d.%'g dy1 diL'l . dl’g
—(==) (=) =-(=—=2) (= —) === (3.42)
dri/,, \dy2/, ay /,, \dr1/,, dy2 ), ay1 /

und durch Weiterfithren der Rechnung mit xo, 1o

Y1 y2 Y1 y Y1 y 2 Y1 yl xr2

Kehrt man in allen rechts stehenden Gleichungen die Quotienten nach der Umkehrregel

um, dann kommen vier weitere Beziehungen hinzu:

()., = (&) (#),, - ()

ay1 ) 5, dy2 ) 5, dy1 ) ., dez ), 0 (3.44)
CRRC R
dxy " dxo y2 ? dxy " dy2 -

Schlieflich schreiben wir noch alle Ausdriicke auf, die im Quotienten selbst die Paare x1,

y1 oder x9, yo enthalten:

dy1 dyi dxy dzy
dxy o » \ dxy o ’ dy1 oo >\ dyy Yo ’

(), (), (8, &) .
dv2 )y P \dw2 )y, 7 dy2 ) gy P\ 2 )y

Diese Zusammenstellung und die acht kurzen Gleichungen umfassen bereits alle aus je drei
der vier Groflen x1, xa, y1, yo bildbaren Differentialquotienten. Beim Stiirzen gehen diese
entweder in sich selbst — so die acht letzten Quotienten — oder aber in den jeweils auf der
anderen Seite der Gleichung stehenden Ausdruck iiber, also in jedem Falle in einen gleich

groflen. Damit ist die Stiirzregel fiir n = 2 als richtig nachgewiesen.

3.2.3 Anwendungsregeln

Die besten Werkzeuge niitzen nichts, wenn man sie nicht anzuwenden weifl. Daher ist eine
Gebrauchsanweisung fast ebenso wichtig wie die Hilfsmittel selbst. Eine immer wieder-
kehrende Aufgabe in der Thermodynamik ist es nun, einen gegebenen Koeffizienten durch
bekannte oder leichter mefibare Beiwerte auszudriicken. Fiir ein planméfliges Vorgehen ist
es angebracht, die vorkommenden Verdnderlichen nach ihrer Zuganglichkeit zu ordnen. Wir
konnen hierbei von der Hauptgleichung ausgehen und durch die Reihenfolge der Glieder
einen Rang festlegen, indem wir zunachst das am bequemsten meflbare , niederrangigste“
Variablenpaar anschreiben und dann nach wachsendem Schwierigkeitsgrad die folgenden.
Innerhalb eines jeden Paares mag durch Unterstreichung die zuganglichere Veranderliche
hervorgehoben werden. Auf diese Weise werden die Hauptgrolen neben der Gliederung in
Krifte und Lagen in gleichviele ,,zugingliche“ und ,,unzugéngliche Groflen aufgeteilt und
nach ihrer Meflbarkeit abgestuft. Bei unseren bisherigen mechanischen Beispielen zeigen
sich die Unterschiede nur undeutlich, so daf} es hier recht willkiirlich ist, welche Veranderli-

chen wir vor den anderen auszeichnen. Nehmen wir einmal an, daf§ die Lagen der Stempel
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leichter bestimmbar wéren als die Kréafte und die ungestrichenen Grofien wiederum einfa-

cher als die gestrichenen, dann hétten wir die Hauptgleichung wie folgt zu schreiben:
dE=F -dl+ F'"-dl . (3.46)

Die als bekannt anzusehenden Differentialquotienten enthalten als unabhéngige Verénder-
liche im Normfall nur die einfacher mefibaren Grofien, weil das die Parameter sind, die beim
Versuch besonders leicht eingestellt werden kénnen. Daraus ergibt sich bereits die erste

Regel fiir eine systematische Umformung;:

a) Die gegebene Ableitung wird in einen Differentialausdruck zerlegt, in dem nur noch die

zuganglicheren Gréflen im Nenner und in den Indizes auftreten.

Fiir diese Aufgabe stehen uns einfache, aber ausreichende Hilfsmittel zur Verfiigung. Nach

(), (@), (&), (), 540

(z = ,zugéngliche“, u = ,unzugéngliche* und sonstige Verénderliche, a = zusammenge-
fafiter Index) richtet sich der erste Schritt. Wahrend der Quotient ganz links bereits die
richtige Gestalt hat, kann der zweite durch Umkehren, der dritte und vierte durch Ein-

dem Bau des Quotienten

schieben einer Verdnderlichen aus dem Index bzw. Erweitern mit einer zusétzlichen Grofle
und Umkehren eines der neu entstehenden Faktoren auf die verlangte Form gebracht wer-
den. Dabei kann man im dritten Fall den Vorgang gleichzeitig benutzen, um eine im Index
a = (u,a’) vorkommende unbequeme Grofie u zu beseitigen, und im vierten, um einen

neue, von den erwiinschten Veranderlichen z noch fehlende einzufiihren:

d
(;g‘)a bleibt so, (3.48)

dz
dz\ o _ _(dz) o (duy o _
dZ/ ua/_ du 2’ dzl ZOL’_

©-@ @G e

Wenn in den so ,,bereinigten® Ausdriicken im Index a = (', a’) noch falsche Grofien u’ vor-

: (3.50)

kommen, so konnen sie mit Hilfe der Regel fiir Indexénderung und den schon besprochenen

Verfahren ersetzt werden:

Y (de) (A (d)
dz u,a,_ dz ) dz' ) ., \dz u/a/—...
du du (ﬂ)zlal
= — — | — . .52
(d’z)z’a’ (dz’)za/ (l) , (35 )
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Nur wenn man einige Ubung besitzt, sollte man bei dieser und den vorhergehenden Rech-
nungen versuchen, sich gleich das Endergebnis zu merken und dadurch das Anschreiben
der Zwischenstiicke einzusparen.

Von den durch Stiirzen auseinander hervorgehenden Differentialquotienten ist nun
meist derjenige mefibar, bei dem die Grofle im Zahler einem niederrangigen Paar angehort
als die im Nenner stehende. Damit erhalten wir sofort eine zweite Regel fiir die verlangte

Umformung;:

b) Alle entstandenen Ableitungen, bei denen der Zahler einen héheren Rang hat als der

Nenner (,kopflastige* Differentialquotienten), werden gestiirzt.

Wir wollen uns kurz iiberlegen, dafl dieser Schritt unsere bisherigen Bemiihungen, nur
noch zugéngliche Groflen als unabhéngige Veranderliche zu haben, nicht zerstort. Eine zu
stiirzende Ableitung muf} die Gestalt haben (du/dz"),, wobei a = (2, a’) die u zugeordnete
Kraft oder Arbeitskoordinate z enthalt und ¢’ nur noch ungepaarte HauptgrofSen umfaft.

Damit erhalt man beim Stiirzen

du du/

wenn u' die zu 2’ gehorige GroBle bezeichnet, also wieder einen Ausdruck von der ange-
strebten Form.

Wir sehen, dafl wir durch geduldiges Umformen nach den genannten Regeln auf alle
Félle an einen Punkt gelangen miissen, wo in allen Ableitungssymbolen nur noch erwiinsch-
te Veranderliche im Nenner und im Index vorkommen und im Z&hler niemals hoherrangige
Groflen stehen als im Nenner. Im allgemeinen haben wir damit unser Ziel erreicht, einen
unbekannten Ausdruck auf bekannte zuriickzufithren. Falls das wider Erwarten nicht zu-
treffen sollte, falls es also doch noch andere, besser mefibare Beiwerte in dem System
gibt, so kann man folgendermafen vorgehen. Man unterwirft auch diese Koeffizienten der
beschriebenen Prozedur und bekommt damit zusatzliche Gleichungen zwischen den ver-
schiedenen Ausdriicken, mit deren Hilfe man etwaige unerwiinschte Beiwerte durch die
neuen ersetzen kann. Der Vorgang entspricht dem Beseitigen einer Veranderlichen aus
mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Um das durch die Schritte a) und b) beschriebene und héufig zu benutzende Verfahren
leichter zitieren zu konnen, wollen wir ihm irgendeinen Namen geben. Es soll gesagt werden,
dafl wir eine Ableitung auf die Verdnderlichen vy, ve, v3 ... ,zuriickschneiden®, wenn
wir sie nach dieser Vorschrift umrechnen, wobei v1, v9, vs ... die nach steigendem Rang
geordneten, als zugénglich ausgewahlten Hauptgréflen bezeichnet. Der Name ist hier als
willkiirliches Kurzzeichen zu sehen, wie ein Buchstabe fiir eine Gréfle, und soll sonst keine

tiefere Bedeutung haben.

3.2.4 Anwendungsbeispiele

Wenden wir uns noch einmal unserem elastischen Klotz zu. Als bekannt betrachten wir

die ,Steife“ des Klotzes in der einen und der anderen Prefirichtung, s = (dF/dl)y, und
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= (dF'/dl"); sowie als Maf fiir die Kopplungsstirke das NebenmaB f = (dF/dl");, das

definitionsgeméfl als positiv anzusehen ist, wenn die Stempel gegengekoppelt sind. Alle

iibrigen Koeffizienten lassen sich aus diesen drei Beiwerten zusammensetzen, wie man

durch ,,Riickschneiden® auf [, I’ zeigen kann. Hier einige Beispiele, wobei der jeweilige

Rechengang durch in Klammern gesetzte Stichworte kurz erlautert sei:

2)

,Eindriuckbarkeit® bei festem zweiten Stempel:

dl > 1 1
=) === (3.54)
< dF v (%) % S
(Typ (dz/du)g, also umkehren). Dieser Koeffizient ist demnach einfach der Kehrwert

der ,,Steife” s.

Mitbewegung des zweiten Stempels durch den ersten:

ary daF'\ (@), f (3.55)
di )~ \dF'), \'dl ), (&) ~ ¢ ‘

(Typ (dz/dz'),, demnach Index einschieben; den ersten Faktor umkehren, da Typ

(dz/du),, den zweiten stiirzen, da F’ hoherrangig als [). Der Koeffizient ist negativ,

wie wir es aus der Anschauung fiir gegensinnige Kopplung erwarten.

,oteife” bei konstanter Kraft auf den zweiten Stempel:

L O R L T T Y s dE’
dl )\t ), \ar), \dl ).~ ar' ), \'dl ),

dF (3.56)
T L
(W)z 5

(Typ (du/dz),, also Index priifen: unzugangliches F’ durch I’ ersetzen; den zweiten
Faktor im Zusatzglied wie bei b) weiterbehandeln). Das Glied — f2 /s, das die Gréfie der
Riickwirkung des zweiten Stempels auf die Bewegung des ersten mif}t, ist bei Mit- und
Gegenkopplung (f = 0) negativ, so dal wir jetzt formal finden wie frither anschaulich,
daB der Klotz in jedem Falle elastischer wirkt, wenn man den zweiten Stempel beweglich

148t (F’ = const), als wenn man ihn festklemmt (I’ = const):

(5),(5),

Stellen wir uns nun vor, dafl nicht s, s’ und f bekannt sind, sondern zufallig s, s’ und der
in ¢) genannte Koeffizient, nennen wir ihn s*. Nach wie vor sollen die Beiwerte unter a)
und b) zu berechnen sein. Im Falle a) bleibt alles beim alten, weil beim ,, Riickschneiden*
auf [, I (vgl. oben!) der Endausdruck nur das bekannte s enthélt. Im Falle b) haben wir
nach dem frither Gesagten auch s* auf [, I’ zuriickzuschneiden, damit wir eine weitere
Beziehung erhalten, um das stérende f entfernen zu kénnen:

(dl,> . ) s*:s—f—2 (3.58)

dl F'_ s/
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(Rechnung wie unter b) und ¢)). Aus den beiden Gleichungen beseitigen wir das unbe-
kannte f, indem wir es aus der zweiten Gleichung, was f = /(s — s*)s’ ergibt, in die

erste einsetzen:
dl’ 5 — s*
(dl)F, =V (3.59)

3.2.5 Notwendige Zahl an bekannten Beiwerten

Bei der Berechnung der verschiedenen Koeflizienten unseres elastischen Klotzes haben wir
drei Koeffizienten als bekannt vorausgesetzt. Wieviele dieser Ableitungen reichen eigentlich
aus, um alle anderen aus Hauptgroflen zusammengesetzten Differentialquotienten erster

Ordnung dadurch darstellen zu kénnen? Die Antwort lautet:

n(n;—l) ) (3.60)
wenn wir 2n Hauptgréflen haben. Das ergibt fiir n = 2 die frither benutzte Zahl 3. Wir
wollen diese Aussage naher begriinden:

Beim ,,Riickschneiden® eines beliebigen Differentialquotienten der fraglichen Art erhélt
man einen Ausdruck, in dem nur noch Ableitungen auftreten mit den n zugénglichen, nach
steigendem Rang geordneten Grofien z1, 25 ... 2z, als unabhéingigen Veranderlichen. Da man
jede der n Ubrigen Hauptgrofen g, us ... u, nach jedem einzelnen z ableiten kann, erhalten

wir so insgesamt n? Differentialquotienten:

duy
dzp -
dusg
dzn 2h

dun
dzn 2

>~

Aufgrund der Stiirzregel sind die Ableitungen, die spiegelbildlich zur eingezeichneten
Diagonale liegen, einander gleich, so daf§l man auf alle unterhalb dieser Graden liegenden
Ausdriicke, bei denen der Zahler einen hoheren Rang als der Nenner hat, verzichten kann.

Zahlt man die iibrigen spaltenweise, so erhélt man

n(n+1)

1+2+3...+n= 5

(3.61)

An dieser Zahl dndert sich auch nichts, wenn man eine oder mehrere oder auch alle Ab-
leitungen durch andere, leichter mefibare oder aus sonst irgendeinem Grunde bevorzugte
auf die im vorigen Abschnitt beschriebene Weise ersetzt. Allerdings kann wegen der unter

Umstanden auftretenden Wurzeln eine Unsicherheit hinsichtlich der Vorzeichen entstehen.
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3.3 Einfache Beispiele mechanisch-thermischer Kopplung

Nach griindlicher Vorbereitung wollen wir uns jetzt wieder der Warmelehre zuwenden. Es
sollen zunéchst die Wechselbeziehungen zwischen thermischen und mechanischen Verénde-
rungen an einem Korper untersucht werden. Als ordnendes Prinzip benutzen wir den Be-

griff der elastischen Kopplung.

3.3.1 Verformung eines Korpers

Es sei zunéchst ein System betrachtet, das sich ganz eng an unser mechanisches Vorbild
anlehnt, den elastischen Korper. Wir wollen bei dem Klotz in Abb. 3.3 rechts einen der
StoBlel durch einen ,, Entropiestempel“ ersetzen, das heif3t durch eine Vorrichtung, mit der
wir Entropie in den elastischen Korper - wir denken uns hier am besten einen aufgepumten,
wéarmedicht eingekleideten Gummiball - gegen dessen thermische Spannung hineindriicken

konnen (Abb. 3.6; die beiden ,,Stempel® selbst gehoren nicht zum System).

entropiedicht

-—- S

Abb. 3.6: Kopplung eines normalen Stempels mit einem , Entropiestempel“.

Die beiden Vorgénge, ,, Eindriicken des Stempels“ und ,,Entropiezufuhr, sind nun nicht
unabhéngig voneinander, sondern miteinander verkniipft. Man findet qualitativ den glei-
chen Zusammenhang wie im mechanischen Beispiel mit gegensinniger Kopplung. Das kann
man sich leicht aus dem friiher iiber die Entropie bzw. Warme* Gesagten iiberlegen. Die
beobachteten Wirkungen kénnen wir genau wie beim elastischen Klotz einteilen (die an-
gefiigten Koeflizienten, die die einzelnen Effekte quantitativ zeichnen, sollen zunéchst aufer

acht gelassen werden):

a) Hauptwirkung:

e Je tiefer der Stempel hineingedriickt wird, um so grofler ist die entstehende Gegenkraft

ar >0 , ar >0 .. (3.62)
dl ) g dl ),

e Je mehr Entropie hineingedriickt wird, desto hoher steigt die thermische Spannung

im Innern des Gummiballs.

dT
(ds>l 0

: (flg)p >0 .. (3.63)

b) Nebenwirkung:
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e Driicken wir den Stempel hinein, dann wird Entropie herausgeprefit. Wenn wir das

Herauspressen verhindern, steigt die Temperatur an.

5 <0 , ar >0 .. (3.64)
dl ) ; dl ) g

e Wenn wir Entropie zufithren, wird der Stempel herausgedrangt. Halten wir ihn fest,

dann steigt die Kraft auf ihn an.
dl dF
— ] <0 — ] >0 .. 3.65
(ds)F ’<d5>z (369)

e Der Stempel ist leichter eindriickbar, wenn die Entropie entweichen kann, schwerer,

(). (5), -

e Die Entropie ist leichter eindriickbar, wenn der Stempel entweichen kann, als wenn

@)-(2),

Dabei haben wir unter a), b) und c) zunéchst die im mechanischen Teil und danach die

¢) Riickwirkung

wenn sie es nicht kann.

er es nicht kann.

im nicht-mechanischen Teil des Systems beobachteten Wirkungen aufgefiihrt.
Aber auch die formale Beschreibung ist vollig gleichgeartet. An dem Gummiball kann

wie am Klotz auf zwei Weisen Arbeit verrichtet und gespeichert werden:

e mechanische Arbeit gegen die mechanische ,,Spannung“ F, wenn man den Stempel ein-
driickt (I = Eindringtiefe):
dW =F-dl . (3.68)

e thermische Arbeit gegen die thermische Spannung 7', wenn man Entropie zufiithrt (S =
Entropieinhalt des Balles):
dW'=T-dS . (3.69)

Damit erhalten wir fiir den Energiezuwachs des Balles:
dE =F-dl+T-dS . (3.70)

[ und S sind die Arbeitskoordinaten, F' und T die zugehorigen Kréfte. Da der Zustand
des Balles, insbesondere auch die Grofle der Krifte, als durch die Koordinaten eindeutig
bestimmt angesehen werden kann, ist das System im Sinne unserer fritheren Erklarungen
als elastisch anzusehen, wobei das angeschriebene Energiedifferential die Hauptgleichung
darstellt.

Die oben bei der Beschreibung der verschiedenen Wirkungen angegebenen Koeffizien-
ten erhalten jetzt einen klaren Sinn. Mit Hilfe der kennengelernten Regeln kénnen wir

das Vorzeichen, soweit es nicht aus der Anschauung klar ist, und weitere Beziehungen
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zwischen den einzelnen Beiwerten herleiten. Durch Stiirzen finden wir etwa, dafl die bei-
den NebenmaBe (dF/dS); und (dT'/dl)s gleich sind, das heifit, Stempelverriickung und
Entropiezufuhr oder, wie wir auch sagen wollten, | und S sind gleich stark wechselseitig
gekoppelt.

Der Quotient (dS/dT), = C. ist im Sinne fritherer Vereinbarungen als Entropiekapa-
zitét unseres elastischen Korpers zu bezeichnen. Wir hatten schon frither gesehen (Ab-
schnitt 2.2.7.), daf dieser Grofie je nach den Nebenbedingungen — hier durch den tiefge-
stellten Buchstaben x gekennzeichnet, wobei  zum Beispiel gleich [ oder F' sein kann —
eine verschiedene Bedeutung zukommt. Da sich unserem Ball schwerer Entropie zufiithren
148t, wenn auf der Gegenseite [ konstant gehalten wird, als wenn man eine Anderung

zulafit, indem man nur den Wert der Kraft beibehalt, gilt:

ds ds o

Die Entropiekapazitat bei festgehaltenem Stempel ist also kleiner als diejenige bei kon-

stanter Kraft. Entsprechendes gilt fiir die um den Faktor T grofleren Warmekapazitaten®:
Cr<Cp . (3.72)

Formal gelangen wir zu dem Ergebnis, indem wir C'. auf folgende Weise umrechnen:
o (A5 (48 L (ds) [
F=\ar ), \dr), \dl ), \dT ),
dF dl dF
— / —_ . PR . JE—
~ct (), (i), (i),

Rechenschritte: Definitionsgleichung von C’; F' im Index durch [ ersetzen; im Zusatzglied
F

(3.73)

ersten Faktor stiirzen, in den zweiten den Index F einschieben). Da das letzte, dreigliedrige
Produkt sicher positiv ist, denn (di/dF)r ist ein Hauptmafl und (dF/dT); kommt als
Quadrat vor, gilt tatséchlich Cf > C.

Bei der obigen Umformung haben wir im Grunde nichts anderes gemacht, als daf§ wir
C auf I, T zuriickgeschnitten haben. Nur der Ausdruck (di/dF)r wére noch umzukeh-
ren gewesen. Bei diesem Beispiel fallt es leicht, fiir die Hauptgroflen eine Randfolge der
Zuganglichkeit festzulegen.

Wahrend jedoch klar ist, dafl die mechanischen Gréfien [, F' leichter mefibar sind als
die thermischen S, T und T zugénglicher ist als S, kann man sich streiten, ob man [ oder

F' den Vorrang geben soll. Wir haben uns oben fiir 1 entschieden:

dE=F-dl+T-dS . (3.74)

3.3.2 Gummiband

Untersuchen wir jetzt unser zu allererst erértertes System, ein Gummiband, auf einen Zu-

sammenhang zwischen mechanischen und thermischen Gréflen. Hier haben wir den Vorteil,
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daf sich die verschiedenen Wirkungen leicht im Versuch zeigen lassen. Wie im Falle des
Gummiballes kénnen wir am Band mechanische Arbeit, ndmlich durch Léngen um dl
gegen die riickziehende Kraft F', und thermische Arbeit durch Entropiezufuhr gegen die
Spannung 7' verrichten:

dE =F-dl+T-dS . (3.75)

Das System ist elastisch, F', [, T und S sind seine Hauptgroflen. Wir haben friither gefunden,
daBl bei einer Lingung die Temperatur ansteigt. Daraus 148t sich folgern, dafl S und [
gegensinnig gekoppelt sind.

Wir versuchen nun, anhand der festgestellten Eigenschaft einige Wirkungen vorherzu-

sagen, die beobachtbar sein sollten und die wir im Experiment priifen wollen:

a) Wenn wir das Band erwérmen, ihm also Entropie zufiihren, sollte es sich zu verkiirzen

suchen (Nebenwirkung eines Entropiezuwachses auf die mechanische Seite):

<5;)F <0 . (3.76)

b) Das Band sollte leichter dehnbar sein, wenn die Entropie entweichen kann, schwerer,

wenn sie es nicht kann (Riickwirkung der thermischen Gréfilen auf die mechanischen):

<$>S < <$>T (3.77)

7 7\\\

Abb. 3.7: Messen von Warmeeffekten* beim Dehnen eines Gummibands.

Zur Priifung dieser Aussagen verwenden wir den in Abb. 3.7 gezeigten Versuchsaufbau.
Mit einem schweren Gewicht, das iiber eine Rolle gelegt ist, dehnen wir ein kraftiges
Gummiband. Die Langenanderung des Bandes entnehmen wir der Stellung eines an der
Rolle angebrachten Zeigers. Wenn wir das Gewicht anhéngen, beobachten wir nach der
ersten starken Langenzunahme und einem Hochschnellen der Temperatur um einige Grade,
dafl [ langsam weiter wichst, wihrend die Temperatur auf den alten Wert zurtickféllt. Das
Ergebnis 1483t sich leicht deuten. Der erste Schritt 1auft so schnell ab, dafl es die Entropie
nicht schafft, in die Umgebung zu entweichen. Erst danach hat sie genligend Zeit, langsam
abzuflieBen, was am Temperaturabfall erkennbar ist. Wenn 7' den alten Wert erreicht hat

(T" = const), ist der Langenzuwachs merklich grofer als wahrend des ersten Schrittes (S
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]

-~ S, T

Abb. 3.8: Thermische Effekte beim Dehnen eines Stahldrahts.

= const). Wir finden also tatséchlich die in b) vorausgesagte Beziehung. Stimmt unsere
ﬂberlegung, so sollte sich, falls wir zum Beispiel mit einem Fohn wieder Entropie in das
Gummiband hineindriicken, das Band, wie in a) behauptet, verkiirzen. Auch das finden

wir tatsdchlich im Versuch bestétigt.

3.3.3 Stahldraht

Wenn wir das Gummiband durch einen elastischen Metalldraht ersetzen (Abb. 3.8), dndert

sich an unserer Hauptgleichung nichts. Nach wie vor gilt:
dE =F-dl+T-dS . (3.78)

Wahrend die bisher erérterten Fille — Gummiball und Gummiband — keine praktische Be-
deutung haben und daher fiir die auftauchenden Koeffizienten auch keine Daten verfiighar
sind, ist es im Falle des Drahtes anders. So héngen die Differentialquotienten (dl/dF)r,
(dl/dT)p und (dS/dT)r eng mit der Dehnbarkeit bzw. dem Elastizitatskoeffizienten e
(Kehrwert des Elastizitdtsmoduls, der nicht ein Ma$ fiir die Elastitzitat, sondern fiir die
»Steife” eines Werkstoffes ist), dem linearen Ausdehnungsbeiwert o und der spezifischen
Wirme® cp zusammen, fiir die tabellierte Werte vorhanden sind (cp stimmt fiir F' = 0
mit der ,,gewohnlichen* spezifischen Warme® ¢ im drucklosen Zustand tiberein und unter-
scheidet sich auch sonst nur wenig von dieser). Wenn [ die Lange, A den Querschnitt und
p die Dichte des Drahtes bedeuten — p - [ - A ist dann die Masse —, gilt:

A dl 1 dl T dsS
=t (@F), + e=vl@),  emalm), o e

Die Zusatzfaktoren vor den Differentialquotienten haben den Sinn, diese zu Beiwerten
zu machen, die durch die Werkstoffeigenschaften bestimmt sind und von der Groflie und

Gestalt des jeweiligen Korpers unabhéngig sind. So ist die Ableitung (dl/dT)p der Aus-
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gangslange [y des Drahtes proportional — der Lingenzuwachs bei einem gewissen Tempe-
raturanstieg ist fiir einen langen Draht grofler als flir einen kurzen —, wahrend « von [
nicht beeinfluflt wird. Ebenso ist c¢p, die auf die Masseneinheit bezogene Warmekapazitéit®
T(dS/dT)r von der Masse unabhéngig.

Nun wissen wir, dafl sich ein Draht beim Erwarmen ausdehnt. Hier sind also S und
[ anders als beim Gummiband gleichsinnig gekoppelt. Das mufl zur Folge haben, dafl ein
Draht beim Langen Entropie aus der Umgebung aufzunehmen sucht. Wenn wir ihn so

schnell dehnen, dafl die Entropie es nicht schafft nachzuflieSen, miifite er sich abkiihlen.

£
Ao
, Steigung 15
/
109%2 --------- #ommmmmmmmooaaa

/ i

------ L~ Streckgrenze E

---- /4 ----- Proportionalitats- E

' | grenze !

10* 10° 10" Ay

Abb. 3.9: Kraft-Weg-Diagramm fiir einen Stahldraht.

Wir wollen die Grofle des Effektes fiir einen Stahldraht abschétzen. Fiir die Tempe-
raturdnderung bei festem S lautet der Ansatz dT' = (dT/dF)s - dF. Wenn wir im span-
nungslosen Zustand (F' = 0) beginnen und unterhalb der Proportionalitatsgrenze (Abb.
3.9) bleiben, kénnen wir statt dF' oder AF einfach F' schreiben und erhalten dann, indem

wir die Ableitungen auf F', T riickschneiden sowie o und cg einfiithren:

dT dT dsS
AT=(—) F=-(=) (=) -F

(i), 7=~ (5), (37),
(%)F_ F oT

(%)F_ A per

(3.80)
=_F

Selbst bei einer Belastung bis zur Proportionalitatsgrenze, das heifit etwa bis zur halben
ZerreiBfestigkeit F'/A = 0.5-10° N/m?, erechnet man mit o = 10-107% K~!, T = 300 K,
p = 8000 kg/m?3, cp = 500 J K~! kg™! nur die geringe Temperaturinderung von ungefihr
—0.4 K. Mit Mit Hilfe der einfachen, in Abb. 3.10 dargestellten Versuchsanordnung kann

man sich iiberzeugen, dafl die Abschitzung stimmt.

Der Draht mufl wie das Gummiband adiabatisch (S = const) schwerer dehnbar sein

(@)@,

Um die relative Abweichung, bezogen auf (dl/dF)r, zu berechnen, schneiden wir auf F', T'

als isotherm (7" = const):
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Abb. 3.10: Messung der thermischen Effekte beim Stahldraht.

zuriick und setzen ¢, o und cg ein:

(%)le— (#F)s _ = (%’)5' (ar)s _ (ar)p- (%)F' (27) 7
(dF)T (WzT (F)T (3.82)
(%)F T o

) (@)p crre

Es ergibt sich der Betrag von 0.0015, wenn man vom Elastizititsmodul e=* = 0.2 - 10!2
N/m? fiir Stahl ausgeht und sonst die schon genannten Zahlenwerte einsetzt. Da der durch
die thermische Riickwirkung verursachte Unterschied nur gut 1 %o betrégt, pflegt man ihn
in der Mechanik zu vernachléassigen und spricht von dem Elastizitatsmodul %% schlecht-
hin, obwohl man, streng genommen, zwischen einem isothermen und einem adiabatischen

Modul unterscheiden miufite.

3.4 Korper unter allseitigem Druck

Das néchste Beispiel mechanisch-thermischer Kopplung soll ein gleich- oder ungleichférmi-
ger Materiebereich sein, der homogen temperiert ist und unter einem gleichméafligen, allsei-
tigen Druck steht, zum Beispiel ein Holzwiirfel, eine eiserne Hohlkugel oder eine in einem
hydraulischen Zylinder eingeschlossene Fliissigkeitsmenge. Da dieser Fall besondes wichtig

ist, wollen wir uns mit ihm ausfiihrlicher befassen.

3.4.1 Hauptgleichung und Kopplungsart

Um einen Koérper zusammezunpressen, ist mechanische Arbeit notwendig. Diese ist um so
hoher, je grofler der Volumenverlust —dV und je hoher der aufzuwendende Druck p ist,
und zwar gilt

dW = —p-dV . (3.83)

Die Abb. 3.11 versucht diesen Zusammenhang zu veranschaulichen. Da p die je Flachenein-
heit senkrecht einwirkende Kraft angibt, berechnet sich die Gesamtkraft F' auf ein ebenes
Fléachenstiick A zu F' = p - A und die verrichtete Arbeit zu

dW = Fdl = %Adz = p(=dV) (3.84)
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Abb. 3.11: Druck, Kraft und Volumenarbeit beim unregelméafligen Korper.

wenn die Flache unter dem &ufleren Druck in Richtung F - dl nachgibt und damit der
Rauminhalt um A -dl sinkt. Falls die Oberflache gekriimmt ist, kann man sie sich in lauter
kleine, nahezu ebene Felder zerlegt denken. Um die Gesamtarbeit zu erhalten, hat man

die an jedem Teilstiick verrichteten Betrage zusammenzuzéahlen:

dW =Y Fdl; =) %Aidli => p(—dV;) =p(—-dV) . (3.85)

Entsprechend erhélt man die Energie, die infolge etwaiger Entropiezufuhren an verschie-

denen Stellen der Oberflache aufgenommen wird, als Summe aller Teilbetrage
dW' = "TdS; =TdS . (3.86)

Sowohl die beim Verdichten als auch die beim Aufheizen dem Korper zugefiihrten
mechanischen und thermischen Arbeiten werden gespeichert und kénnen im allgemeinen
in der einen oder anderen Form wiedergewonnen werden, wenn man den Korper entspannt
oder abkiihlt. Das gilt sicher fiir kompaktes, hitzebestandiges Material in einem grofien
Druck- und Temperaturbereich, wiahrend man zersetzliche, porenhaltige Stoffe vorsichti-
ger behandeln mufl. Durch Angabe des Raum- und Entropieinhaltes, V' und S, wird der
Zustand des Materiebereiches in der Regel bereits vollig bestimmt sein, wenn wir andere
Einwirkungen als Druck- und Temperaturdnderungen ausschlieBen. Wir haben dann ein

elastisches System vor uns mit der Hauptgleichung
dE = (—p)dV +TdS . (3.87)

Wenn wir V' und S als Arbeitskoordinaten wahlen, sind —p und 7" die zugehorigen Stérken,
denn vereinbarungsgeméafl (vgl. Abschn. 3.1.2.) soll eine &duflere Kraft ihre zugehdorige Ko-
ordinate zu vergroflern trachten. Auf alle Félle ist zu beachten, dafl nicht p und V' einander
zugeordnet sind, sondern V und —p oder —V und p.

Wahrend Volumen und Druck den Verdichtungszustand des Materiebereiches kenn-
zeichnen, bestimmen Entropie und Temperatur den Erwarmungszustand. Beide Erschei-
nungsbereiche sind, wie wir bereits wissen, miteinander verkettet. Wenn man etwa in
einen Korper Entropie hineindriickt, indem man ihn mit einem unter hoherer thermischer

Spannung stehenden, also heifleren Gegenstand verbindet, dann erhéht er nicht nur seine
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Abb. 3.12: pVT-Diagramm.

Temperatur (Hauptwirkung der Entropiezufuhr), sondern er versucht auch sein Volumen
zu vergroflern (Nebenwirkung). Falls man umgekehrt den Korper auf einen kleineren Raum
zusammenpreft, wichst der innere Gegendruck (Hauptwirkung einer Volumenminderung),
aber auch zugleich die Warmespannung 7', wodurch die Entropie wieder zuriickgedrangt
wird (Nebenwirkung). Die Materie verhalt sich hier, wie schon frither bemerkt, &hnlich wir
ein Schwamm dem Wasser gegeniiber. Sie ,quillt“, wenn sie Entropie aufnimmt, und gibt
diese beim Zusammenpressen wieder ab. V' und S sind gleichsinnig gekoppelt. Eine Aus-

nahme macht Wasser, das sich zwischen 273 und 277 K beim Erwarmen zusammenzieht.

3.4.2 Rauminhalt

Da p und T gewohnlich die bei Versuchen leichter einstellbaren Parameter sind, betrachtet
man die ibrigen Groflen in der Regel als Funktionen dieser Verdnderlichen. Einen rohen
Uberblick iiber den Raumbedarf eines kompakten Materiebereiches in Abhiingigkeit von
pund T gibt Abb. 3.12.

V fallt allgemein mit wachsendem Druck anfangs steiler, spater flacher werdend ab.
Allerdings sind bei festen Stoffen Tausende von Atmosphéren notwenig, um merkliche Vo-
lumenabweichungen zu erhalten, wahrend Gase bereits die Halfte ihres Volumens einbiiflen,
wenn man den Druck verdoppelt (BOYLE-MARIOTTEsches Gesetz: V' ~ ]%) In T-Richtung
steigt die V(p,T')-Fléche oft etwa gradlinig an; insbesondere fiir Gase ist V' der Tempe-
ratur proportional (GAY-LuUsSACsches Gesetz). Der Volumenzuwachs von 0 K bis zum
Schmelzpunkt betriagt bei vielen Metallen etwa 7% (GRUNEISENsche Regel). Nach tiefen
Temperaturen lauft die Flache mit waagerechter Tangente aus. Gase kondensieren aller-
dings vorher, ehe der absolute Nullpunkt erreicht wird, so dafl man in diesem Falle iiber

den Verlauf von V nichts aussagen kann.
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Feststoff Gas

einige J/K je Zehnerpotenz einige J/K je Zehnerpotenz
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Abb. 3.13: STp-Diagramm.

3.4.3 Entropieinhalt

Entropien als Groflen von der Art Arbeit/Temperatur (W = T - S) werden folgerichtig
in der Einheit J/K = Joule/Kelvin angegeben, fiir die es kein eigenes Kurzzeichen gibt.
1 J/K hat eine ganz handfeste und anschauliche Bedeutung. Es ist fast genau diejenige
Entropiemenge, die man braucht, um 1 cm?® Eis zu schmelzen oder 1 cm? zimmerwarmes

Wasser zum Sieden zu erhitzen.

Wenn jetzt gesagt wird, dafl feste und fliissige Stoffe unter gewohnlichen Bedingungen

3 einige J/K an Entropie enthalten,

(Zimmertemperatur und normalem Luftdruck) im cm
so sollte dies ein durchaus vorstellbarer Wert sein. Unter einem Druck von 10 000 bar
verliert ein fester Kérper ungefahr 1 ... 10% seiner Entropie, wenn man die Temperatur
konstant halt. Beim Abkiihlen auf 0 K sinkt S im Idealfall auf Null. Praktisch gilt das
nur fiir fehlerfreie Kristalle, die bis hinab zu den Atomkernen streng regelméfig aufgebaut
sind; alle iibrigen Stoffe schlielen stets gewisse Entropiemengen ein, die bis zu 1 J/K im

cm? ausmachen kénnen.

Die Abb. 3.13 veranschaulicht die Abhéangigkeit des Entropieinhaltes von p und 7.
Die S-Flache entspringt bei Feststoffen, wenn wir von den Einschliissen absehen, mit waa-
gerechter oder fast waagerechter Tangente der p-Achse und geht dann in einen etwa lo-
garithmisch ansteigenden Hang iiber. In diesem Bereich nimmt S um einige J/K fiir 1
cm?® Materie zu, wenn die Temperataur um eine Zehnerpotenz steigt. Die Entropieabnah-
me beim Fortschreiten parallel zur p-Achse dhnelt dem Volumenschwund mit steigendem
Druck. Gase verhalten sich im Grunde nicht viel anders. Allerdings ist die Entropiedichte
unter Zimmerbedingungen mit 10 J/K im Liter rund tausendmal geringer als in festen
und fliissigen Stoffen. Die S(p,T)-Fliche 148t sich wegen der unvermeidlichen Kondensa-
tion nicht bis T' = 0 durchzeichnen, noch kénnen wir sie bis p = 0 verlangern, weil dort S
— 00 strebt. Die Zunahme ist jedoch sehr schwach, nur rund 1 J/K bei einer Druckminde-
rung um eine Zehnerpotenz, wenn man von 1 dm? Gas unter Normalbedingungen ausgeht.

Der Anstieg in T-Richtung ist ebenfalls logarithmisch, aber steiler, ndmlich einige J/K je
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Zehnerpotenz.

Da ein absolut kalter Korper keine oder keine abgebbare Entropie enthélt, kann der
Wert von S dort durch andere Gréflen nicht beeinflufit werden; samtliche Ableitungen von
S bei festem T miissen Null sein. Wegen der Kopplungssymmetrie verschwinden damit
auch die (nicht adiabatischen) Temperaturkoeffizienten (dh/dT)g aller nichtthermischen

Hauptgroen h. Denn ist h’ die h zugeordnete Grofe, dann erhélt man durch Stiirzen

()., |=|Gw)..

Da S im ersten Ausdruck nicht enthalten sein sollte, ist 1" dort ungepaart und erscheint

=0 . (3.88)

daher im Index des zweiten Differentialquotienten. In unserem im Augenblick betrachteten
System gilt zum Beipiel fiir die thermische Ausdehnung, wie es auch auf der Abb. 3.12 am

waagerechten Velauf erkennbar ist:

(), (),

Da auch umgekehrt die Temperatur auf Null festliegt, wenn, von den Einschliissen
abgesehen, alle Entropie abgegeben ist, miissen unter diesen Umsténden auch alle Ablei-
tungen (dh/dS)p verschwinden, wie man durch Stiirzen sofort zeigen kann. Kurz gesagt,
am absoluten Nullpunkt verschwindet die Kopplung zwischen den thermischen und den

iibrigen Erscheinungen.

3.4.4 Kompressibilitiat, Ausdehnungsbeiwert, spezifische Warme*

Sind Entropie und Volumen an einer Stelle p, T' gegeben, so kann man naherungsweise
auch die Werte in der Nachbarschaft dieses Punktes berechnen, sofern man dort die Stei-
gungen der Flichen in Richtung der p- und T-Achse (dV/dp)r, (dV/dT), sowie (dS/dp)r
und (dS/dT’), kennt. Der erste Koeffizient miit die Zusammendriickbarkeit des Mate-
riebereiches, der zweite die thermische Ausdehnung, der dritte den Entropieverlust bei
Druckerhohung und der vierte ist seine Entropiekapazitat Czlv , die wir auch kurz mit C’
bezeichnen wollen. Fiir stofflich einheitliche Korper kann man die nétigen Daten oft dem
Schrifttum entnehmen.

Dort findet man meist nicht unmittelbar die gesuchten Mafle, sondern davon abgeleitete
Beiwerte, die so gewéhlt sind, dafl sie nicht mehr von den Abmessungen des Korpers
abhingen wie die Kompressibilitat y, der rAumliche Ausdehnungsbeiwert v, die spezifische
Wairme® ¢, die wir eigentlich ,,spezifische thermische Arbeitskapazitit® nennen miifiten, der

Spannungskoeffizient 3 usw.:

1 /dV 1 (dV T (dS 1/ dp
= —— _— = — E— = — — = — — “es 3.90
=7y (dp>T 7 (dT)p TV (dT>p b= (dT)V (3.90)

(p = Dichte). Leider verfahrt man hierbei nicht einheitlich, indem man die beobachte-
ten Anderungen unterschiedlich auf das augenblickliche V, auf einen im Einzelfall jeweils

festzulegenden anfanglichen Rauminhalt Vj (so meist bei «), auf die Masse pV oder auf
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andere Korpereigenschaften bezieht. Folgerichtig wére, in Verbindung mit x und + statt ¢
die auf die Raumeinheit bezogene Entropiekapazitit V—1(dS/dT), nennen wir sie hier ,.e*,

zu verwenden und bei 8 den Vorfaktor p~!

zu streichen, wie es auch gelegentlich geschieht,
weil (dp/dT)y bereits von der KorpergroBe unabhéngig ist. Wenn wir in der Definitions-

gleichung von v die Ableitung stiirzen, wobei zu beachten ist, dafl —p zu V' gehort, dann

entsteht
1 /dS
=—— | — . 3.91
K 14 (dp)T (3.90)

Das bedeutet, daf} «v nicht nur die relative Volummenzunahme eines Korpers beim Erwarmen
beschreibt, sondern zugleich die beim Zusammenpressen je Volumeneinheit abgegebene
Entropiemenge.

Die drei aufgezahlten Beiwerte Y, 7y, ¢ geniigen bereits, um alle sonst moglichen, aus den
Hauptgrofen gebildeten ersten Ableitungen oder daraus zusammengesetzten Koeffizienten

zu berechnen. Wenn wir zum Beispiel G auf p, T riickschneiden, erhalten wir

_i(dpy __1lar)y, o
5_p<dT>V_ p(fél) Copx (3:92)
PJT

Die spezifische Wiirme® bei festem Rauminhalt ¢,y = Tp~ 'V ~1.(dS/dT)y muB kleiner sein,
als die gewohnliche, bei festem Druck ¢, = ¢, da die Entropieaufnahme erschwert wird, falls
man die damit gekoppelte Volumenanderung, sei sie positiv oder negativ, behindert. Um
den Unterschied bezogen auf ¢ zu berechnen, den wir hier als relatives Maf fiir die Starke
der mechanischen Riickwirkung auf das thermische Verhalten ansehen kénnen, schneiden
wir (¢ — cy)/c auf p, T zuriick, wobei wir ausnahmsweise die Ableitungen nicht stiirzen

wollen:

¢—cy  (dS/dT), — (dS/dT)y  —(dS/dp)r - (dp/dT)y
¢ - (dS/dT), = (dS/dT),
_ —(dS/dp)r - (dV/dT), T~*
~ —(aV/dp)r - (dS/dT), — cpx

(3.93)

Zum selben Ausdruck gelangt man, wenn man die Zusammendriickbarkeit des Korpers
mit und ohne Entropieaustausch, beschrieben durch die gewohnliche, isotherme und die
adiabatische Kompressibilitit, yr = x und xg = —V ~}(dV/dT)g, in entsprechender Weise
vergleicht, also umgekehrt wie oben die thermische Riickwirkung auf die mechanischen
Eigenschaften bestimmt:

2

TV _XTXS T o (3.94)

c X xe

Wir haben hier statt ¢ die zu x und v besser passende Entropiekapazitédtsdichte ,,e* ein-
gesetzt, um die Endformel etwas zu vereinfachen. Das Ergebnis gilt natiirlich nicht nur fiir
¢ und x, sondern auch fiir die Stammgrofien selbst, die Entropiekapazititen (dS/dT"), und
die ,,Zusammendriickbarkeiten“ —(dV/dp),. Da kein Hauptmaf negativ werden darf, wenn

das Verhalten stabil bleiben soll, kann 72 /(e - ) nicht iiber 1 steigen. Aus der vorletzten
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Gleichung koénnen wir iibrigens ablesen, daf} sich die relative Stéarke der Riickwirkung zah-
lenméfig durch das Verhéltnis ,, verwandter* (mit denselben unabhéngigen Verénderlichen
gebildeter) Neben- und Hauptmafle kennzeichnen 148t, was ganz allgemein gilt.

Fiir feste Kérper betrigt y unter Zimmerbedingungen rund 1075 ... 1076 bar™!, v etwa
107% ... 107® K~ !, und e liegt wie auch bei Fliissigkeiten recht dicht bei 1072 (J/K)/K je

cm?® Materie.

3.5 Andere Systeme

In der gleichen Art und Weise, die wir bis jetzt erfolgreich haben anwenden konnen, lassen
sich qualitativ und quantitativ auch vollig andere Systeme und Vorgénge beschreiben, etwa
der magnetokalorische Effekt, ein piezoelektrischer Kristall, die Querdehnung eines Stabes
beim Stauchen, die Biegung eines erwarmten Bimetallstreifens, die Pyroelektrizitat usw.
Diese Liste umfaf3t offenbar auch Beispiele, die mit der Warmelehre nichts zu tun haben.
Das ist vestdndlich; voraussetzen miissen wir ja nur, um unser Denkmodell anwenden
zu koénnen, dafl es sich dabei um elastische Systeme handelt, was fiir die im folgenden
betrachteten zutrifft, auch wenn es nicht in jedem Fall begriindet werden wird. Da die
Denk- und Rechenweise immer die gleiche ist, geniigt es sicher, wenn wir uns mit den

Ansétzen und einigen Beispielrechnungen begniigen.

3.5.1 Galvanische Kette

In einem Akkumulator (Abb. 3.14) wird beim Aufladen elektrische Arbeit gespeichert. Sie
betragt, wenn die Ladung d@ gegen die Klemmenspannung U durchgesetzt wird,

AW = U -dQ (3.95)

und ist bei einiger Vorsicht ohne wesentliche Verluste wiedergewinnbar. Daneben kann
aber auch thermische Arbeit dWW’' = T - dS aufgenommen und wieder abgegeben werden,
wenn man die Zelle gleichzeitig erwérmt oder abkiihlt, so dafl die Energie dabei insgesamt

um

dE = UdQ + TdS (3.96)

q
+IL|_
H

Abb. 3.14: Ladungs- und Entropiefluss im Akkumulator.



3.5. ANDERE SYSTEME 69

anwéchst. Da U in der Regel temperaturabhéngig ist, beeinflussen offenbar Lade- und
Erwarmungszustand einander, so dafl wir @ und S als gekoppelt ansehen kénnen. Es 148t
sich nun sofort voraussehen, dafl die Gegenspannung an den Klemmen einer verlustlos ar-
beitenden Zelle, die sich beim Laden erwarmt, also Entropie an die Umgebung abzugeben
sucht (gegensinnige Kopplung von @ und S) steigen wird, wenn man die Entropieab-
fuhr und damit mittelbar die Aufladung durch Steigerung der Aulentemperaur erschwert.

Quantitativ erhalten wir fiir den Temperaturkoeffizienten § durch Stiirzen:

(%), (),

Bei einem Bleisammler hat 8 den im Vergleich zur Zellenspannung von 2 V kleinen Wert
von 0.2 mV /K, was bei konstanter Temperatur einer Entropieabgabe von 2-10~4 (J/K)/C
entspricht. Ein Akkumulator zum Beispiel mit einer Ladekapazitat von 50 A-h = 180 000 C
(Starterbatterie) mufl hiernach wihrend des ganzen Ladevorganges seinen Entropieinhalt

um rund 35 J/K vermindern, eine Menge, die ausreicht, um 35 cm® Eis zu schmelzen.

3.5.2 Piezo- und Pyroelektrizitat

Wenn man einen piezoelektrischen Korper, etwa einen Quarz- oder Turmalinkristall, staucht
oder dehnt, dann laden sich gewisse Flachen auf. Diese mechanisch-elektrische Kopplung
kann vielseitig genutzt werden. Betrachten wir zum Beispiel einen Kondensator mit geeig-
net gerichtetem, piezoelektrischen Dielektrikum, so beobachten wir beim Stauchen durch
eine Kraft F' an den Klemmen eine Spannung oder, falls diese kurzgeschlossen sind, einen
Stromstofl ). Verschiebt man durch eine von auflen angelegte Spannung U zusatzlich
Ladungen von einer Platte zur anderen und vergroert so ), dann versucht sich der Plat-
tenabstand [ weiter zu verringern. Beim Entlasten und ,,Entspannen® flielen die Ladungen
wieder vollstandig zuriick. Mit Hilfe einer Wechselspannung kann man den Korper zu peri-
odischen Langendnderungen anregen. Man gebraucht solche elektrisch erregten Schwinger
unter anderem, um Ultraschall zu erzeugen oder Uhren zu steuern (Quarzuhr).

Um die Hauptgleichung aufzustellen, beachten wir, dal neben elektrischer und mecha-
nischer Arbeit auch thermische verrichtet werden kann (Abb. 3.15):

dE = UdQ + (—=F)dl + TdS . (3.98)

F

&
| | ‘Jf"

A\

Abb. 3.15: Piezoelektrischer Kristall.
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Auch @ und S konnen gekoppelt sein. Je nach dem Kopplungssinn ladt sich dann der
Kondensator beim Erwarmen in der einen oder anderen Richtung auf (Pyroelektrizitét).

Als Zahlenbeispiel withlen wir einen 1 cm?® groBen Wiirfel aus gesintertem BaTiO3, das
nach Polarisieren im elektrischen Feld bei hoherer Temperatrur piezoelektrisch wird. Die
,Kondensatorplatten®“ stellt man her, indem man zwei gegeniiberliegende, senkrecht zur
Polarisierungsrichtung liegende Flachen metallisiert. Da das System , dreistellig” ist, n =
3, benotigen wir zur vollstandigen Beschreibung %(n + 1)n = 6 voneinander unabhéngige
Beiwerte. Neben Elastizititsmodul (10! N/m?), Ausdehnungsbeiwert (10=° K~!) und
Entropiekapazititsdichte (10* J K=2 m~3) konnte man die elektrische Kapazitit sowie die

piezo- und pyroelektrische Ladungskonstante wahlen:

dQ 0 C dQ 0 C dQ e
<dU>FT 0 v’ dF ) 0 N’ dT" ) 0 K (3:99)

Driicken wir nun die Probe von den metallisierten Enden her mit einer Zange langsam
aber kréftig zusammen (F' = 1000 N), so daf} die Entropie Zeit hat abzuflieflen (T = const),

dann entsteht zwischen den offenen Elektroden (¢ = 0) eine Spannung von

U=F <dU> = —F@g)UT = —1000V (3.100)
e (),

die ausreicht, um einen Funken von 1/2 mm Lénge zu erzeugen. Eine dhnlich hohe Span-

nung sollten wir statt durch Druck durch starkes Erwarmen (AT = 100 K) erreichen

konnen:
dU (%)
U=AT( — = -AT-—LYE — 1000V . (3.101)
dU FT

Legt man umgekehrt an die Elektroden bei festem [ und S -1000 V, dann ergibt eine
entsprechende Rechnung, dafl sich die Probe mit 100 N auszudehnen sucht, sich aber nur

um 1.1- 1073 K erwérmt.

3.5.3 Magnetokalorischer Effekt

Wenn man ein Stiick Eisen in einem konstanten &ufleren Magnetfeld aufheizt, dann nimmt
sein durch das Feld erregtes magnetisches Moment M ab, um bei rund 1040 K (770° C)
fast vollig zu verschwinden. Hier sind offenbar S und M gekoppelt. Tatsachlich kann ein
magnetisierbarer Korper als elastisches System aufgefaf3t werden, sofern keine nennenswer-
te Hysterese auftritt. In dem einfachen Fall eines gleichférmig parallel zu einem &ufleren,

homogenen Feld H magnetisierten Bereiches lautet die Hauptgleichung

dE = (—p)dV + HdM + TdS . (3.102)

Um zu zeigen, dafl beim Magnetisieren wirklich die Arbeit H - dM aufzubringen ist,

betrachten wir eine schlanke, materiegefiillte, widerstandlose Spule mit n Windungen,
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Abb. 3.16: Magnetisierungs-Experiment.

dem Querschnitt A und der Lénge [, die von einem Strom I durchflossen wird (Abb. 3.16).
Dann erregt das ungefahr homogene Feld im Innern der Spule mit der Stérke H = (n-1)/l
je Volumeneinheit ein magnetisches Moment J und eine Flufidichte B = ugH + J. Das
gesamte Moment M des Korpers betrédgt folglich M = V - J und der die n Windungen
durchsetzende magnetische Fluf3 ¢ daher

¢:nAB::%WWM¥+Aﬂ . (3.103)

Eine FluBanderung d¢ ruft an den Spulenenden einen Spannungsstol d¢ = U - dt hervor
(t = Zeit), gegen den die Stromquelle die Arbeit

I
MV:IUﬁ:Z%WMMH+dM):VmHM¥+HMM (3.104)

verrichten muf}. Da VugH - dH ein Energiebetrag ist, der auch fiir die materiefreie Spule
aufzuwenden ist (M = 0) und zum Aufbau ihres Feldes dient, stellt nur das zweite Glied

H - dM die gesuchte Magnetisierungsabeit des Korpers dar. Sie ist ohne Verluste wieder-
gewinnbar, solange M der steigenden oder fallenden Feldstéirke genau folgt und nicht wie
im Fall von Hysterese nachschleppt.

Fiir einen paramagnetischen, kondensierten Stoff 148t sich oberhalb der CURIE-Temperatur

T. die (Volumen-)Suszeptibilitdt y und damit mittelbar auch M =V - J =V - uoxH oft
durch das CURIE-WEISssche Gesetz beschreiben (C = CURIEsche Konstante):

. C
T -T.

X (3.105)

sofern die magnetische Polarisation J klein gegen den Sattigungswert J, (GroBenordnung
1 Wb/m?)bleibt, der bei sehr hohen Feldstiirken erreicht wird. Da M hiernach mit zuneh-
mender Temperartur sinkt, das heifit, magnetisches Moment und Entropie gegengekoppelt
sind, muf ein Zuwachs von M die Grofie S zu verkleinern suchen. Ein solcher Korper wird
also beim Einschalten des Feldes einen Teil seiner Entropie herausdriangen (magnetokalo-
rischer Effekt). Entmagnetisiert man daraufhin adiabatisch, mufl die Temperatur fallen,
da der Korper jetzt weniger Entropie enthélt als vorher. Nach diesem Verfahren lassen
sich nach Vorkiihlung mit fliissigem Helium tiefste Temperaturen erreichen (10~% K und

darunter), die auf andere Weise nicht zugénglich sind.
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Wir wollen den Effekt fiir ein paramagnetisches Salz (zum Beispiel FeSOy4 - TH2O oder
MnSOy - 4H20) im Felde eines kriftigen Elektromagneten abschétzen:
X300k ~ 1073, T, ~ 0 K, H ~ 10° A/m. Dann ist mit M = V - ug - H - C/T, wobei C' =

T, ~ 0.3 K betragt:
dsS dM C
el = [ == = — H— 1
(i), = (i), = Voot 5109

Die insgesamt bei festem p und T wahrend des Feldanstieges von 0 bis H ,,aufgenomme-
ne“ Entropiemenge miissen wir durch Integration ermitteln, weil (dS/dH),r auch nicht
naherungsweise als konstant angesehen werden kann:
H 2
dsS H«C

AS = — ) dH=-Vpy— s =-2-10°J/K . 3.107
Der Zahlenwert gilt fiir einen 1 cm? grofen, zimmerwarmen Salzklotz und entspricht bei ei-
ner Entropiekapazitiat von 1/100 (J/K)/K nach dem adiabatischen Entmagnetisieren dem
winzigen Temperaturabfall um 2 - 10~* K. Man erkennt aber aus der obigen Formel so-

fort, dafl dieses Abkiihlverfahren wegen AS ~ 1/T? bei niedrigen Temperaturen erheblich

wirksamer wird, solange jedenfalls das CURIEsche Gesetz gilt.

3.5.4 Bimetall

Ein Bimetallstreifen (Abb. 3.17) kriitmmt sich beim Aufheizen. Biegung und Entropieauf-
nahme sind gleichsinnig gekoppelt. Wenn man den Streifen zuriickbiegt, mufl er demnach
Entropie abgeben, oder seine mittlere Temperatur muf} steigen. Wenn F' die am Streife-
nende quer angreifende Kraft, [ die Auslenkung in Richtung der Kraft ist, dann heifit die
Hauptgleichung;:

dE = Fdl+TdS . (3.108)

Fiir einen aus Invar (Eisenlegierung mit 36% Ni) einerseits und Nickel oder Messing ande-
rerseits gefertigten, 100 mm langen, 10 mm breiten und 1 mm dicken Streifen gelten etwa

folgende Zahlen:

dl . . mm dl _; mm as 5 J/K
(dF)T einige —— ; <dT>F 0 T <dT>F 0 K (3.109)

Um zu berechnen, wie stark sich das Blech wéhrend des Riickbiegens im Mittel erwérmt,

gehen wir von dem Beiwert (d7'/dl)s aus, schneiden auf F', T' zuriick und setzen die

Z
7 100 mm

Abb. 3.17: Arbeitender Bimetallstreifen.
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Zahlenwerte ein:

(@), @ ;
dl /g N (%)s N (%)F + (%’)T' (%)S
= (%)F = einigeE
()5 — ()7 (8)r -

Wahrend wir einerseits den Streifen um 100 K aufheizen miissen, um ohne Kraft einen

(3.110)

Ausschlag von 10 mm zu erhalten, verursacht die adiabatische Riickbewegung um dasselbe
Stiick (Al = —10 mm) nur einen Temperaturanstieg AT = (dT'/dl)s - Al von einigen
hundertsteln Grad.

3.6 Die herkommlichen Begriffe

Neben den bisher von uns benutzten Grolen werden in der Warmelehre haufig verschie-
dene weitere Begriffe verwendet wie innere Energie, Enthalpie, Nutzarbeit, freie Energie
usw. mit dem Zweck, Rechnungen und Aussagen zu erleichtern. Die Ursache fiir deren
Einfiihrung ist jedoch darin zu sehen, dal man infolge der geschichtlichen Entwicklung die
an einem Korper verrichtete thermische Arbeit als Mafl fiir das auffafite, was man sich
in der Anschauung unter der zugefithrten Warme vorstellte. Warme wurde somit der Na-
me fiir eine spezielle ﬂbertragungs— und — unter gewissen Umstanden — auch Daseinsform
der Energie; ihr stellte man andere ,Energieformen® gegeniiber. Da man die Entropie
nicht anschaulich deuten konnte und sie nur als abstrakte, aus der thermischen Arbeit
abgeleitete Hilfsgrofle empfand, bevorzugte man versténdlicherweise Rechenwege, in de-
nen dieser Begriff nicht vorkam, oder driickte in den Endergebnissen, soweit es ging, die
Entropie nachtraglich wieder durch energetische Grolen aus. Es schien daher der kiirzeste
und verniinftigste Weg zu sein, die gesuchten Beziehungen moglichst unmittelbar tiber
eine Energiebetrachtung zu gewinnen. Auf dieses Ziel hin ist das herkémmliche Riistzeug
der Thermodynamik zugeschnitten, die damit mehr als Geprage einer Energie- als einer
Warmelehre erhalt.

In unserer Darstellung, in der Entropie als eine Gréfle mit mehr oder weniger be-
kannten und tiberschaubaren Eigenschaften auftritt, konnen wir ohne Einbuflen auf viele
dieser Hilfsmittel verzichten. Wegen der weiten Verbreitung der energetischen Denkweise
ist jedoch die Kenntnis der wichtigsten Begriffe unumgénglich. Sie sollen im folgenden von

unserem bisherigen Standpunkt aus erlautert werden.

3.6.1 Formen der Energie

Wenn wir einen Korper von einem Zustand I in einen anderen II bringen — als konkretes
Beispiel denken wir etwa an einen gedehnten Draht, ein Gas in einem Arbeitszylinder |,
einen Piezokristall — dann ist die insgesamt dabei aufzuwendende Arbeit W gegeben durch

den Unterschied des Energieinhaltes F in beiden Zustédnden:

W =E;—FE; . (3.111)
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S
p hoher
F W’ gro}
Il o= j— — = —
/ 1
T hoher I T niedriger
W”groly I WZ”klein
|
p niedriger
W’klein
v

Abb. 3.18: SV-Diagramm.

In welcher Form aber die Energie zufliefit, welcher Anteil also etwa als mechanische und
welcher als thermische Arbeit verrrichtet wird, héngt im allgemeinen davon ab, iiber welche
Zwischenstufen der Korper von I nach II gelangt. In dem in Abb. 3.18 gezeigten Beispiel
148t sich das Gas beim Ubergang von I nach II lings der ausgezogenen Linie leicht verdich-
ten und schwer aufheizen, das heifit, der Aufwand an mechanischer Arbeit W ist klein, der
an thermischer W” grof, genau umgekehrt als langs des gestrichelt gezeichneten Weges.
L&Bt man beliebige Wege zu (vgl. z.B. die gepunktete Linie), dann kann das Verhéltnis
der beiden Energieanteile jeden willkiirlich vorgegebenen Wert erreichen. Man kann dem-
nach nicht einfach davon sprechen, ein Koérper enthielte im Zustand II zum Beispiel einen

bestimmten Betrag an thermischer Arbeit mehr als im Zustand I.

Die Gesamtenergie 1483t sich also nicht ohne weiteres in einzelne Anteile an mechani-
scher, thermischer, elektrischer Energie usw. zerlegen. Sie stellt vielmehr einen gemeinsa-
men Vorrat dar, aus dem durchaus in der einen Form stindig etwas abflieBen kann, was
in einer anderen zuflieft. Man spricht in solch einem Falle davon, dafl Energie von einer
(Ubertragungs—)Form in die andere ,,umgewandelt“ werde. Durchlauft zum Beispiel un-
ser Gas wiederholt einen , Kreisprozefl“, indem es langs des ausgezogenen Weges nach II
gelangt und iiber den gestrichelten nach I zuriickkehrt, dann wird bei jedem Durchgang
insgesamt thermische Arbeit aufgenommen (> W” > 0) und dafiir mechanische abge-
geben (3 W' < 0). Energieumwandlungen dieser Art hat zuerst S. CARNOT 1824 an
umkehrbaren Kreisprozessen untersucht, wo Wérme von einem Koérper nur bei konstanter
hoherer Temperatur aufgenommen und konstanter tiefer Temperatur abgegeben wird oder
umgekehrt. Solche ,, CARNOTschen Kreisprozesse* wurden frither haufig herangezogen, um

thermodynamische Beziehungen abzuleiten.

Ist allerdings bei einem System eine Arbeitskoordinate x nicht merklich mit den an-
deren gekoppelt oder iiberhaupt nur eine Koordinate vorhanden, so daf3 die zugehorige
Kraft y nur von z allein abhéngt, dann hat die zugeordnete Arbeit W* = | IH y(z)dx einen
wohlbestimmten Wert. In einem solchen Falle kann man tatsachlich davon reden, wenn
man es will, dafl das System die in der Form W* aufgenommene Energie auch wirklich

in dieser Form enthalte, und man kann einen selbstédndigen Arbeitsvorrat E* erkldren, so
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daf
W* =FE7;; — Ej (3.112)

wird. Diese Moglichkeit wird gern genutzt und ist die Ursache dafiir, dal wir iiberhaupt von
verschiedenen Daseins- und nicht nur Ubertragungsformen der Energie sprechen kinnen.
Bei einem Korper zum Beispiel, dessen Masse wir als konstant ansehen, ist die Hubarbeit
im Schwerefeld allein durch die erreichte Hohenlage und die Beschleunigungsarbeit al-
lein durch den erlangten Impuls bestimmt, unabhangig davon, ob der Korper noch durch
Erwérmung oder Verformung zusétzlich Energie aufgenommen hat oder nicht. Dement-
sprechend kann man in der Mechanik Lage- und Bewegungsenergie beide gesondert be-
trachten, ohne die iibrigen Anteile zu beriicksichtigen.

Unter der ,inneren Energie“ U eines Korpers oder Systems versteht man nun denje-
nigen, oft nicht weiter zerlegbaren Rest der Gesamtenergie F, der nach Abzug der kine-
tischen und der potentiellen Energie in dufleren Feldern, die das System als Ganzes hat,

iibrig bleibt:

U beschreibt den gemeinsamen Vorrat an Verformungs-, Erwarmungs-, Elektrisierungs-,
Magnetisierungs-, Oberflachenarbeit usw. und stellt im Gegensatz zu den iibrigen Glie-
dern von E gewissermaflen die an das Gefiige der Materie bzw. an die innere Struktur
oder Bewegung des Systems gebundene Energie dar. In der Thermodynamik interessiert
hauptséchlich dieser Energieanteil. Entsprechend leitet man weitere Begriffe meist von U
statt von E ab.

3.6.2 Warme und Arbeit, 1. Hauptsatz

Auch fiir die thermische Arbeit, die im herkommlichen Sprachgebrauch Warme® heifit und
mit dem eigenen Symbol @ bezeichnet wird, 148t sich ein selbstdndiger Vorrat erkléren,
sofern in einem System die Kopplung der Entropie mit anderen Arbeitkoordinaten in der
Energiebilanz vernachlassigbar ist. Gilt das fiir alle Teile (i = 1, 2, 3...) eines Materieberei-
ches (Abb. 3.19) wie grob in fliissigen und festen Kérpern unter gewhnlichen Bedingungen,
dann kann man jedem dieser Teile einen gewissen Arbeitsvorrat bzw. Wérmeinhalt® Q);
zuschreiben. In Abb. 45 ist die Grofle der @Q; durch die Zahl der Schraffen angedeutet.
Nimmt @); in einem Teil ab und dafiir einem anderen zu, dann 148t sich dieser Vorgang in
die Worte kleiden, dafi thermische Arbeit bzw. Warme® von der einen Stelle zur anderen
iibergegangen oder ,geflossen“ sei. Wenn der Korper nach auflen thermisch isoliert ist,
kann der gesamte Wirmeinhalt® > @; nicht abnehmen, er kann jedoch etwa mit einer
eingebauten elektrischen Heizung vergroflert werden. Die Warme 148t sich hier somit als
eine iiber den Bereich verteilte, erzeugbare, aber unzerstérbare Menge ansehen. Da iiber-
dies ein bestimmtes Teilstiick um so heifler erscheint, je mehr Warme es ,,enthalt“, hat
die thermische Arbeit unter diesen Umsténden tatsdchlich die Eigenschaften, die wir am

Anfang unserer Darstellung aufgrund der Anschauung der Warme zugeschrieben haben.
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Abb. 3.19: Entropieverteilung in einem erhitzten Korper.

Diese Eigenttimlichkeit ist sicher der wichtigste Grund dafiir, daf} sich der Name Warme
fir die Grofle @ durchgesetzt und erhalten hat. Dieser Name ist leider auch der Grund
fiir manche begriffliche Schwierigkeit, weil er Eigenschaften suggeriert, die ¢ nur unter
recht speziellen Bedingungen hat, die grob zwar sehr haufig, aber streng so gut wie nie
erfillt sind. In der allgemeinen Thermodynamik, in der gerade die Kopplung der Entropie
mit anderen Arbeitskoordinaten untersucht wird, entfallen diese Eigenschaften, so daf3 ein
Riickgriff auf die Anschauung oft zu Fehlern fiithrt und eine abstrakte Sprechweise am
vorteilhaftesten erscheint.

Die an einem Korper verrichtete thermische Arbeit bzw. die zugefiihrte Wérme® Q
kann gemessen werden, ohne dal man von der Entropie etwas zu wissen braucht. Um zum
Beispiel den Betrag zu erhalten, der notig ist, um einen Korper — etwa ein Wasserbad —
um 1 Grad zu erwérmen, geniigt es, die von einer elektrischen Heizung dafiir verbrauchte
Energie W, zu bestimmen, die sich aus Stromstérke, Spannung und Einschaltdauer leicht
berechnen 148t (Abb. 3.20 links). Was die Heizwicklung als elektrische Arbeit aufnimmt,
gibt sie ja als thermische weiter. Taucht man jetzt einen heifien Gegenstand in das Was-
serbad, dann kann man rickwérts aus dem beobachteten Temperaturanstieg auf die vom
Gegenstand an das Wasser abgegebene Warme schlieflen (Abb. 3.20 rechts). Die meisten
»,Kalorimeter“ arbeiten nach diesen oder dhnlichen Verfahren.

Der Umstand, dafl mit der Auffassung von ) als Warme die zugehorige Arbeitskoor-

dinate S anschaulich kaum mehr deutbar ist, @) selbst aber als unmittelbar mefibar gilt,

Abb. 3.20: Messen von thermischer Arbeit.
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macht verstandlich, dafl man diese Grofle nicht als Arbeit empfindet, deren Wert sich
erst aus dem Produkt aus Kraft und Verriickung ergibt, sondern ihr eine Sonderstellung
einrdumt, indem sie als ,, Warme“ den ,, Arbeiten“ gegentibergestellt wird. So sagt man zum
Beispiel ausdriicklich, dafl die innere Energie U eines erwérm- und verformbaren Korpers
beim Ubergang von einem Zustand I in einen anderen II genau um die ihm zugefithrte

Wirme® @ und die an ihm verrichteten Arbeiten W’ wachst:
UH—UIZQ—I-W/ bzw. dUIdQ—i—dW’ . (3.114)

Diese Gleichung gilt als mathematischer Ausdruck des ,, 1. Hauptsatzes der Warmelehre*,
der eine besondere Fassung des Energieprinzips darstellt und im wesentlichen besagt, dafl
Wiérme® und Arbeiten zwar ineinander umgewandelt, aber nicht aus Nichts erschaffen und

nicht vernichtet werden konnen.

3.6.3 Temperatur und Entropie, 2. Hauptsatz

Da @ mefibar ist, 148t sich der Zuwachs des Entropieinhaltes eines Gegenstandes, wenn er
vom Zustand II gebracht wird, aus der dabei aufgewandten thermischen Arbeit errechnen,
jedenfalls sofern im Innern keine Entropie erzeugt wird und die absolute Temperatur T'

des Korpers wahrend aller Teilschritte bekannt ist:

_ erev
T

i erev
T

ds oder S —Sr= / (3.115)
I

Die erste Bedinung ist erfiillt, wenn der ganze Vorgang ,reversibel“, das heiffit umkehrbar
ist, also ohne Arbeitsverluste durch Reibung oder dhnliches ablauft, worauf der Index ,,rev*
hindeuten soll; die zweite Bedingung setzt voraus, daf3 T bereits definiert ist. Eine strenge
Definition ist in der herkommlichen Darstellung nicht ganz einfach. Man hilft sich so, daf3
man zunéchst ein vorlaufiges Temperaturmafl 7™ einfiihrt. Es ist dabei zweckméfig, nicht
Quecksilber oder Alkohol als Thermometersubstanz zu verwenden, sondern ein diinnes
Gas, und 7™ bei festem Druck einfach dem Volumen proportional zu setzen (Abb. 3.21).
Soll der Unterschied zwischen Gefrierpunkt 7% und Siedepunkt T des Wassers bei Nor-
maldruck 100 Grad betragen, dann mufl 77 = 273 Grad gesetzt werden.

Nun wissen wir, dal @ bzw. das Integral [ IH d@ vom Wege abhéngt, langs dessen der
Gegenstand von I nach II gelangt, und es ist nicht einzusehen, warum es zum Beispiel der
Ausdruck f IH dQ/T* nicht tun sollte. Der ,,2. Hauptsatz der Warmelehre* besagt nun,
daf} es eine Grofle S* gibt, die fiir einen makroskopischen Korper in jedem Zustand einen
bestimmten Wert hat, mit der Eigenschaft:

I
Sir—S7 > / leg bzw. ds* > dQ
I

A1

>% (3.116)
wobei das Gleichheitszeichen gilt, falls der gewéhlte Ubergang von I nach II umkehrbar
ist. Der Satz stellt nur abstrakt fest, dafl es eine solche Gréfle gibt, und sagt nichts tiber

deren anschauliche Bedeutung aus. Trotzdem kann man weitreichende Folgerungen daraus
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273 mm

Abb. 3.21: Ein einfaches Gasthermother.

ziehen. Da zum Beipiel S};— S} mit dem Integral || IH dQrev/T* tibereinstimmt, kann dieses
jedenfalls nicht vom Wege abhéngen. Da das Integral andererseits lauter me3bare Grofien
enthélt, 1483t sich S* in jedem Zustand II eines Korpers wirklich berechnen, wenn man S*
in einem Zustand I bereits kennt oder irgendwie festgelegt hat. Ein gegen die Umgebung
wirmedicht abgeschlossener Korper, fiir den also stets d@) = 0 und damit S7; —S7 > 0 ist,
kann von einem Ausgangszustand I aus nur in solche Zustéande II iibergehen oder gebracht
werden, in denen S7; nicht kleiner als S7 ist. Laufen im Innern eines solchen Korpers
irgendwelche Vorgange ab wie Diffusion, Stromfluf, chemische Umsetzungen usw., dann
kann hierbei S* wohl zunehmen, aber niemals abnehmen. Und so weiter und so fort.

Wir werden spéter bei der Erorterung der Eigenschaften verdiinnter Gase sehen (vgl.
Abschn. 4.7.2.), dal T* mit T gleichsetzbar ist. Folglich stimmen auch S* und die in-
zwischen wohl vertraute Grofle S bei passender Wahl des Nullpunktes iiberein. Damit
sollten der abstrakt formulierte Inhalt des 2. Hauptsatzes und die Folgerungen daraus
auch unmittelbar anschaulich verstandlich werden. Bedenkt man zum Beispiel, dafl dQ/T
die einem System von auflen zugefiihrte Entropie darstellt und daneben auch im Innern
welche entstehen kann, dann wird die Ungleichung dS > dQ /T leicht einsehbar.

3.6.4 Enthalpie, Warmefunktionen

Bei gekoppelten Arbeitskoordinaten kann man die einzelnen bei einer Zustandsdnderung
verrichteten Arbeiten im allgmeinen nur ermitteln, wenn man alle Teilbetrége langs des
Weges einzeln aufsummiert, iiber den das System von einem Zustand I zum anderen II
gelangt. Das gilt insbesondere auch fiir die thermische Arbeit. Da jedoch @ kalorimetrisch
leicht bestimmbar ist und man meist davon ausgeht, dafl diese Gréfle ein Maf fiir das ist,
was man sich unter Warme vorstellt, liegt es nahe, sich nach Mé&glichkeiten umzusehen.

Q@ auf einfachere Weise berechnen und mit anderen Veradnderlichen verkniipfen zu kénnen,
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etwa mittels bestimmter Hilfsgroflen U*, die wenigstens unter gewissen Nebenbedingungen

die Rolle eines Warmeinhaltes® iibernehmen konnen:
Q=U;-U; . (3.117)

Tatséchlich lassen sich solche Gréflen, die man , Warmefunktionen“ oder , Enthalpien“
nennt, was aus dem Griechischen iibersetzt soviel wie Warmeinhalt heif3t, leicht angeben.
Das einfachste Beispiel hierfiir ist die gesamte oder die innere Energie fiir Systeme, die nur

thermische Arbeit mit der Umgebung austauschen kénnen. Hier ist zwangslaufig
Q=En—-E=Un-Ur . (3.118)

Ein gaserfiillter Arbeitszylinder geht in ein solches System unter der Nebenbedingung
iiber, dafl der Kolben festliegt und damit keine Volumenarbeit verrichtbar ist. Aber auch
wenn der Auflendruck verschwindet und sich der Kolben ,,blind*“ verschiebt, also zum
Beispiel, nur durch innere Reibungskréfte zwischen Kolben und Wand gebremst, langsam
nach auflen rickt, empfangt die Umgebung keine mechanische Arbeit. Dieses System ist
nicht mehr verlustlos wie die bisher betrachteten. Die vom Gas im zweiten Falle wahrend
der Ausdehnung entbundene Volumenarbeit wird verschlissen und als Warme® abgegeben
— gewissermaflen auf einem Nebenwege, weil der ordnungsgemafle Weg versperrt ist. dQ
setzt sich hier aus zwei ihrer Herkunft nach verschiedenen Gliedern zusammen, der fiir den
Zuwachs des Entropieinhaltes dS und der fiir die Abgabe der entwerteten Energie bzw.

der entstandenen Entropie dS, notwendigen thermischen Arbeit:
dQ =TdS —TdS, . (3.119)

Selbst wenn wir noch einen Schritt weitergehen und Systeme wie das in Abb. 3.22 links
gezeigte zulassen, wo wir Arbeitskoordinaten und Triebkrafte der im Innern ablaufenden
Vorgénge noch nicht kennen, aber wissen, dafl nur Warme® austauschbar ist, bleibt die
Gleichung Q = AU anwendbar. Wir werden spéater sehen, dafl der Vorgang der Bewegung
des Kolbens gegen innere Reibungskrifte, also in einer Anderung der Arbeitskoordinate
bei fehlender Auflenkraft entspricht, wo die an sich abgebbare Arbeit verschlissen und auf

dem Nebenwege als Wéarme® abfliefit. Loschen wir die Flamme und bringen den Vorgang

V = const p = const

Abb. 3.22: Entropie als Arbeitskoordinate.



80 KAPITEL 3. ALLGEMEINE THERMODYNAMIK

dadurch zum Stillstand (z = const), dann entspricht das System dem Arbeitszylinder mit
festsitzendem Kolben, und es ist wieder Q = AU.

Der praktisch wichtigste Fall ist der, dafl ein Korper sich gegen einen festen Druck —
etwa den Luftdruck — ausdehnen kann, sonst aber aufler thermischer Arbeit keine Energie

mit der Umgebung austauscht. Hier spielt die Hilfsgrofe
H=U+pV (3.120)

(eigentlich U — (—p)- V'), die man meist schlechthin Enthalpie nennt, weil sie am haufigsten
gebraucht wird, die Rolle des Warmeinhaltes®. Beachtet man namlich, dafl unter diesen
Umstéanden einfach AU = Wiherm + Wineech = @ —p- AV ist und AH = AU +p- AV gilt,
dann erhélt man die Gleichung

Q=Hi—H; . (3.121)

Auch diese Beziehung bleibt richtig, wenn im Innern durch Reibung oder andere Vorgénge
Energie verschlissen und zusétzlich zur sonstigen thermischen Arbeit als Wérme® abgege-
ben wird (Abb. 3.22 rechts; das Gewicht gehort nicht zum System, sondern veranschaulicht
nur den konstanten Auflendruck).

Das Ergebnis 148t sich sofort auf mehrstellige Systeme verallgemeinern. Wenn, aufler 1
= S, alle Arbeitskoordinaten xo, x3, x4 ... festliegen, ist zum Beispiel U Warmefunktion.
Werden einige der zugehorigen Krafte yo, ys, y4 ..., sagen wir etwa yo und y,, statt der
entsprechenden Koordinaten (z2 und z4) festgehalten, dann iibernimmt zum Beispiel die
Grofle

U =U — Y99 — yaxy (3.122)

diese Rolle, denn einerseits ist unter diesen Umstanden
AU = Q + y2Arz + yaAys (3.123)

und andererseits
AU* = AU — yoAxo — ysAzy (3.124)

so dafl sich tatséchlich @ = AU* ergibt. Diese Gleichung gilt auch dann, d&hnlich wie in den
schon erorterten Fallen, wenn wir zum Beispiel die Auflenkraft ys plotzlich beseitigen und
x3 sich ,,blind“ nur gegen innere Reibungswiderstiande verschieben lassen, wobei die sonst
abgebbare Arbeit zur Entropieerzeugung im Innern verbraucht wird. ,,Blinde“ Koordinaten
, das heifit solche mit fehlender Auflenkraft wie x3, werden oft als ,innere Parameter
bezeichnet und nicht als Arbeitskoordinaten aufgefafit.

Wir sehen, dafl man fiir zahlreiche Sonderfille Warmefunktionen leicht angeben kann.
Zu jedem Satz von Kraften yo, yg, ¥ ... # T (T selbst kann fest oder verénderlich sein)

erklaren wir als ,,zugehorige” Enthalpie U* die Grofle

Yapy... = U = YaTa — YBT3 — Yy Ty — ... (3.125)

Unter der Bedingung, da8 4., yg ... festgehalten werden und neben Warme® Energie nur

iiber die zugeordneten Koordinaten ., xg ... ausgetauscht wird, ist ¥3,... Warmefunktion.
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(Daneben gibt es viele andere, so etwa U* = ¢agy... + f(YasYs;---), wo f eine beliebige
Funktion ist). Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vereinbart ist, sieht man in diesem
Zusammenhang T, die im Index genannten Kréfte und die weder zu diesen noch zu T

zugehorigen Arbeitskoordinaten z,, x,, ... als unabhéngige Veranderliche von t,g,... an:

Yapy... = F(T, Yar Yg, Yy Ty, Tuen) (3.126)

Diese Gleichung, spezialisiert auf die Form U = f(T,V) oder H = f(T,p) fiir einen
erwarm- und vedichtbaren Korper (dU = T'dS — pdV'), wird oft unter dem Namen , kalo-
rische Zustandgleichung” der sogenannten ,thermischen Zustandsgleichung” des Korpers
p = f(T,V) bzw. V = f(T,p) gegeniibergestellt, aus den gleichen Beweggriinden wie
wir im Abschnitt 3.4 V(p,T) und S(p,T) nebeneinander betrachtet haben, nur geleitet
von verschiedenen Warmeauffassungen. Die wichtigsten Warmekapazitaten® kann man als
Temperaturkoeffizienten passend gewahlter Enthalpien ansehen. Im betrachteten Fall ist
zum Beispiel wegen (dU)y = (dQ)y und wegen (dH), = (dQ),

<dU>V _ @y _ (dH> _ 4@y (3.127)

ar )., dT)y dr ). — (dT), °*

Da die Entropie als abstrakt und nicht direkt mefibar gilt, ist es verstandlich, dafl man
meist diese speziellen Darstellungen der unter beliebigen Nebenbedingungen a geltenden
Co = T(dS/dT), vorzieht.

3.6.5 Maximale Nutzarbeit

Befindet sich ein System im Gleichgewicht, dann kompensieren sich alle Krafte gegenseitig
und damit auch alle Arbeiten, die bei einer kleinen, gedachten Verschiebung verrichtet
werden. Es fehlt jeder Antrieb fiir eine freiwillige Veranderung. Im Ungleichgewicht bleibt
eine Restkraft iibrig, die einen Vorgang auch gegen einen Widerstand in Gang bringen
kann. Bei einer kleinen Verriickung in der angestrebten Richtung wird auf der einen Sei-
te von den Kriften mehr Arbeit verrichtet, also Energie freigesetzt, als auf der anderen
aufgenommen wird. Den Differenzbetrag wollen wir ,freie Arbeit® W; nennen und als
abgegeben, das heifit als negativ betrachten. Er wird, wenn wir von einer Speicherung
als Bewegungsenergie absehen, unter Entropieerzeugung etwa gegen Reibungskrafte ver-
schlissen und vom System zusammen mit der entstehenden Entropie aufgenommen, oft
aber auch an die Umgebung als thermische Arbeit weitergegeben. In der Energiebilanz des
Systems hebt sich Wy im ersten Falle heraus und macht sich im zweiten nur durch ein
kleineres (,negativeres*) Glied @ bemerkbar. Da es unter gewissen Umstdnden méglich
ist, die entbundene Energie flir eine gedachte Verschiebung zu berechnen, ohne die Kréfte
im einzelnen zu kennen, kann man sogar umgekehrt auf diesem Wege die wirksamen Trieb-
kréfte eines Vorganges ermitteln und voraussagen, ob der Vorgang stattfinden kann oder
nicht.

Gelingt es durch einen kiinstlichen Eingriff in das System, durch eine zusétzliche Au-

Benkraft etwa, die tiberschiissigen Krafte zu kompensieren, dann kann man die ablaufenden
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Prozesse zur Ruhe bringen oder sogar eine Umkehr erzwingen, wobei natiirlich die sonst
bei einem Vorgang frei werdende Energie W; jetzt aufgebracht werden muf, also positiv
ist. Durch einen derartigen Eingriff 148t sich die freie Arbeit, die sonst verlorengeht, teil-
weise oder vollstandig auch fiir irgendwelche andere Zwecke nutzbar machen . Wie sich
deren Betrag dabei letztlich in Verlust- und Nutzarbeit aufteilt, hangt vom Geschick des
Experimentators ab. In jedem Falle stellt er aber den Hochstbetrag an frei verwertbarer
Energie dar, was |W| den iiblichen Namen , maximale Nutzarbeit“ eingetragen hat. Ein
bekanntes Beispiel sind die galvanischen Zellen, in denen die Energie, die bei einer chemi-
schen Umsetzung entbunden wird, durch eine zweckméfiige Anordnung von Elektroden,
Trennwanden usw. zur ,,Stromerzeugung* ausgenutzt wird. Die gewonnene elektrische Ar-
beit kann dann willkiirlich weiterverwertet werden, um ein Gewicht zu heben, Licht oder
Entropie zu erzeugen, eine Elektrolyse zu betreiben usw.

An einem einfachen mechanischen Beispiel (Abb. 3.23) konnen wir uns die geschil-
derten Zusammenhénge vielleicht noch besser verstédndlich machen: Der Schwerkraft, die
am Block angreift, wird durch Gegengewicht und Auftrieb das Gleichgewicht gehalten.
Die Summe der Krifte verschwindet, das System bleibt in Ruhe. Stort man das Gleichge-
wicht, indem man eine Kraft beseitigt (Schnur durchschneiden), dann kompensieren sich
die restlichen Kréfte nicht vollstdndig, das System kann Arbeit verrichten. Diese Arbeit
wird nicht gespeichert, sondern gegen die Reibungskréfte in der Fliissigkeit unter Entropie-
entwicklung aufgezehrt. Durch einen Eingriff kénen wir die Arbeit auch fiir andere Zwecke
auBerhalb nutzbar machen (Wagen ziehen, Generator treiben usw.) oder das Gleichgewicht
wiederherstellen (Schnur festhalten) oder sogar eine Umkehr des sonst nur in einer Rich-
tung ablaufenden Vorganges erzwingen (Schnur zuriickziehen), wobei wir die abgegebene

Energie wieder zufiihren miissen.

3.6.6 Freie Energie, thermodynamische Potentiale

Kann man bei einem Korper oder einem System von vornherein entscheiden, welcher Anteil
des Energieinhaltes frei nutzbar ist und welcher nicht? Kann man also von einem bestimm-

ten Vorrat E* an freier Arbeit sprechen, aus dem unter gewissen Umstanden Energie als

N
)]
Z

Abb. 3.23: Mechanisches Beispiel fiir die maximal nutzbare Arbeit.
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Verlust- oder Nutzarbeit abgebbar ist:
Wy=E;j—Ef 7 (3.128)

Es zeigt sich, dafl das allgemein nicht moglich ist, sondern dafl es bei demselben Korper
sehr von den Umsténden abhéngt, welcher Teil der Gesamtenergie als ,,frei“ zu betrachten
ist und welcher nicht. Es gibt demnach keinen selbstandigen Arbeitsvorrat E*, aber unter
gewissen Nebenbedingungen Hilfsgroflen £, die diese Rolle iibernehmen kénnen. Hierzu
ein Beispiel: Wenn ich einen Stein mit der Masse m aus der Hohe h aus eine Unterlage
fallen lasse (Abb. 3.24), dann miifite der anfangs vorhandenen Arbeitsvorrat E* mit der

Lagenergie FF = mgh iibereinstimmen:
E*=FE |, (3.129)

denn dieser Betrag ist gerade zur Entropieerzeugung verfiighar. Wenn ich denselben Stein
aus derselben Hohe dagegen durch eine Wassersaule fallen lasse, wire E* um die zwangs-

weise gegen die Auftriebskraft F)4 zu verrichtende Arbeit F'4h kleiner:
E*=FE—Fsh . (3.130)

Immerhin kann man E* = F bzw. = E — Fh unter den jeweiligen Bedingungen als
HilfsgroBe fiir den geforderten Zweck ansehen.

Die gleiche Schwierigkeit taucht auf, wenn man die innere Energie eines Korpers oder
Systems aufzuteilen sucht. Kann das System nur die freie Arbeit nach auflen abgeben, das

heifit im Normalfall nur die durch einen inneren Vorgang verschlissene Energie, dann ist
Wy=Urr—Ur bzw. F*=U . (3.131)

Dieser Fall tritt ein, wenn man S konstant hélt — S, ist dann weiterhin abfiihrbar — und
sonst jeden Arbeitsaustausch unterbindet. U wéchst nun allgemein bei der durch einen
Eingriff erzwungenen Umkehr einer sonst freiwillig stattfindenden Zustandsanderung II —
I um die wiederaufzubringende Arbeit W; und um die durch eine etwaige Verschiebung

der Arbeitskoordinaten zugefiithrten Arbeiten W:

U[]—U]:Wf+W . (3.132)

[ 1
|

h
7 Z

Abb. 3.24: Potentielle Energie eines Steins.



84 KAPITEL 3. ALLGEMEINE THERMODYNAMIK

augenblicklicher Zustand Il augenblicklicher Zustand |
(F gross) (F klein)

verschlissen Eingriff

freiwilliger Vorgang erzwungener Vorgang

Abb. 3.25: Druckausgleich zwischen Gasbehéltern.

— Als anschauliches Beispiel denken wir etwa an den Druckausgleich bzw. Druckaufbau
zwischen zwei Gasbehéltern (Abb. 3.25). — Falls das System im Entropieaustausch mit
seiner Umgebung steht, tauscht es zwangslaufig auch thermische Arbeit aus. Unter der
einschriankenden Bedingung, daf} eine feste Temperatur T aufrechterhalten wird und aufler
tiber S (und W) keine weiteren Energiepfade zur Aulenwelt offenstehen, konnen wir W
=T - AS setzen. AS = S;; — St beschreibt gerade die von aulen gegen T zugefiihrte
Entropie, da wir zur korrekten Bestimmung von W; die Vorgange so gestalten miissen,

dafl wir keine Arbeitsverluste haben, also keine Entropie entsteht. Wir erhalten damit
Wy=AU-T-AS=AU-TS) bzw. F*=U-T-85 . (3.133)

In diesem Sonderfall ist es nicht mehr U, sondern eine neue Grofe F, aus deren Anderung

bei einem Vorgang im Innern sich die dabei auftretende freie Arbeit bestimmen 1&8t:
FEU—T-S; Wf:F[[—F[ . (3134)

HilfsgroBen dieser Art — je nach den Nebenbedingungen sind es andere — nennt man in der
Thermodynamik , freie Energien“ oder, weil sie in manchen Eigenschaften der potentiel-
len Energie in der Mechanik &hneln, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, auch
,thermodynamische Potentiale“ (eigentlich: thermodynamische potentielle Energien). Die
Grofle F selbst, die von H v. HELMHOLTZ eingefiihrt wurde, heif3t ,, HELMHOLTZSCHE freie
Energie“ oder meist schlechthin , frei Energie.

In dem praktisch weit wichtigeren Fall, daf§ sich ein Korper zusétzlich gegen einen festen
aufleren Druck p — etwa den Luftdruck — ausdehnen kann, wird W =T - AS + (—p) - AV

und

Wr=AU -TAS — (—p)AV = A(U -TS — (—p)V) bzw.
F*=U-TS—-(-p)V . (3.135)
Hier iibernimmt die von GIBBS eingefiihrte Grofle GG, die man ,,GiBBSsche freie Energie“
, »ireie Enthalpie“ oder schlechthin ,thermodynamisches Potential* nennt, die Rolle von
F:
G=U-TS+pV, We=Gr—Gr . (3.136)
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Halt man hier S statt T konstant, so dal W = (—p)AV gilt, so erhélt man damit F* =
U—(—p)V = H: die Grole H, die wir frither als Enthalpie kennengelernt haben, begegnet
uns hier als thermodynamisches Potential.

Wie bei den Warmefunktionen kénnen wir das Ergebnis sofort verallgemeinern. Wenn
alle Arbeitskoordinaten x; eines mehrstelligen Systems festliegen oder die zugehdrigen
AuBenkréfte y; verschwinden, so dafi auler Wy (als Verlustwirme®) keine Energie mit der
Umgebung ausgetauscht werden kann, dann ist U thermodynamisches Potential. Werden
dagegen einige der Kréafte, sagen wir etwa ys und y4, statt der entsprechenden Koordinaten

(x2 und x4) festgehalten, dann iibernimmt die Grofie
F*=U — yoxg — Y474 (3.137)
diese Rolle. Hier wird namlich
W = yoAxy + ysAxy baw. Wy =AU — ypAxy —ysAzy (3.138)

so daf} tatsdchlich Wy = F™* gilt.

Thermodynamische Potentiale lassen sich also fiir zahlreiche Sonderfalle angeben. Zu
jedem Satz konstantgehaltener Kréfte y, yg, yy ... (anders als bei den Warmefunktionen
ist hier auch 7" zugelassen) erkldren wir als ,, zugehorige” freie Energie F* die GroBe Wog....,
die genau wir frither bei den Enthalpien definiert ist (vgl. Abschn. 3.6.4.) und die man hier
anders als damals allein als Funktion der im Index genannten y und der keinem dieser y

zugeordneten Arbeitskoordinaten x,, x, ... ansieht:

Vagy... = 9(Yar Y, Yy Ty Tu-we) (3.139)

weil ¥ dann zugleich charakteristische Funktion wird (vgl. hierzu Abschn. 3.7.1.). Die
Eigenschaft, thermodynamisches Potential in dem oben erklarten Sinne zu sein, ist jedoch

nicht an eine bestimmte Wahl der unabhéangigen Veranderlichen gebunden.

3.6.7 Gleichgewichtsbedingungen

Da nur solche Vorgange ohne Eingriff von auflen moglich sind, bei denen Energie entbun-
den wird, nimmt ein etwa definierbarer Vorrat F* an freier Arbeit bei jeder freiwilligen
Veranderung stets ab, also zum Beispiel F, falls fiir einen Korper oder ein System von
Korpern T konstant ist und aufler dem Weg iiber S alle Energiepfade gesperrt sind. Ein
ungehemmter innerer Vorgang kommt erst dann zum Stillstand, wenn das System einen
Zustand 0 erreicht hat, in dessen unmittelbarer Nachbarschaft keine Zustande mit kleinerer
freier Energie vorkommen. Wenn also F', dargestellt als Funktion irgendwelcher Parame-
ter z, mit denen wir den Zustand des Systems kennzeichnen kénnen, dort ein (relatives)
Minimum hat. In Abb. 3.26 oben, die sich auf unser Gasbeispiel (Abb. 3.25) bezieht, ist
als Parameter die Gasmenge im rechten Behélter gewihlt. Als mechanisches Gegenstiick
ist unten die Bewegung einer Kugel in einer wassergefiillten Mulde dargestellt, wo die

potentielle Energie mgh — Fah als ,freie Energie“ F™* auftritt.
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F T = const
1
W
(A I 0
V4 V4

Abb. 3.26: Das Gleichgewicht als Arbeitsminimum.

Ebenso wir im mechanischen Fall die Ableitung —dF™*/dz die Kraft auf die Kugel in z-
Richtung beschreibt, kann man —dF/dz als Triebkraft des betrachteten inneren Vorganges
ansehen. Sofern man die treibenden Kréafte nicht von auflen kompensiert, kann dieser Vor-
stellung nach Gleichgewicht erst eintreten und der Vorgang zur Ruhe kommen, wenn die
Krifte von selbst verschwinden, was der obigen Forderung gleichkommt, dafl das System
das Minimum der ,,Potential“-Kurve erreicht haben muf}. Entsprechend 1483t sich z auch
als Arbeitskoordinate deuten und dF/dz wie dF*/dz als die Kraft, gegen die Arbeit am
System verrichtet werden muf}, wenn es durch einen dufleren Eingriff gelingt, z ohne Ener-
gieverluste (,reibungslos®) zu verschieben, denn dWy = (dF/dz)dz bzw. = (dF*/dz)dz
beschreibt ja gerade die bei einer Verriickung um z iiber diesen Zusatzweg aufgenommene
Energie.

Benotigen wir mehrere Parameter z;, um den Zustand des Systems zu kennzeichnen
(immer vorausgesetzt: 1" = const, aufler iiber S kein Energieaustausch!), dann miissen im
Endzustand eines auslaufenden Vorganges die Krifte —(dF/dz;),, nach allen Richtungen
z; verschwinden. Bedingung dafiir, daf} sich das System in einem Punkte (z1, 22 ...) im
Gleichgewicht befindet, ist hiernach, dafl dort

(fizF> =0 (i=12.) (3.140)

wird. Wegen dF' = (dF'/dz1),,dz1 + (dF/d22),dze + ... kénnen wir der ,,Gleichgewichtsbe-
dingung“ auch formal einfachere Gestalt geben, wo wir die Parameter z; nicht zu erwdhnen

brauchen:
dF =0 (T = const, auBer iiber S kein Energiecaustausch) . (3.141)

Unter anderen Nebenbedingungen treten an die Stelle von F andere thermodynamische
Potentiale, ohne daf sich sonst etwas dndert. Da sehr oft das Verhalten eines sonst isolier-
ten Systems unter konstantem Druck und bei fester Temperatur interessiert, ist die am

haufigsten benutzte Gleichgewichtsbedingung
dG =0 (p, T = const, aufler tiber S,V kein Energieaustausch) . (3.142)

Sie wird vor allem in der chemischen Thermodynamik gern benutzt. Die erérterten Gleich-

gewichtsbedingungen erdéffnen den Weg, iiber eine Energiebilanz zu Aussagen iiber die
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Gleichgewichtszustande eines Systems zu gelangen, wie es die energetische Betrachtungs-

weise als wiinschenswert erscheinen 1af3t.

3.7 Die tiblichen Rechenverfahren

Die in der Thermodynamik gebrauchlichen Rechengédnge unterscheiden sich von den bisher

benutzten im wesentlichen in zwel Punkten:

a) Statt die Differentialquotienten unmittelbar umzuformen, geht man meist auf die Dif-

ferentiale zuriick.

b) Statt der Stiirzregel zieht man verschiedene charakteristische Funktionen heran oder

passend gewéahlte Kreisprozesse.

Wir wollen uns zunéchst mit den in Punkt b) genannten Hilfsmitteln befassen.

3.7.1 Charakteristische Funktionen, Maxwellsche Beziehungen

Wir hatten frither im Abschnitt 3.1.2. erwéhnt, dafl die Energie E in Abhéngigkeit von den
Arbeitskoordinaten x1, x3 ... x, eines verlustfreien Systems charakteristische Funktion ist,
das heifit, daf alle mit Hilfe der Hauptgroflen beschreibbaren Eigenschaften berechenbar
sind, sobald E(x1,x3...x,) bekannt ist. Insbesonere ergeben sich die fehlenden Krifte Fj,
indem man F nach den z; ableitet. Entsprechendes gilt fiir U.

Diese Eigenschaft von E oder U geht verloren, sobald man andere unabhingige Verander-
liche wahlt, also zum Beispiel statt 1 und 3 die zugehorigen Kréfte y; und ys. In diesem
Falle iibernimmt jedoch eine von den schon bekannten Hilfsgréflen diese Rolle, und zwar
W3, die wir als freie Energie flir den Fall y1y3 = const kennengelernt haben. Bilden wir

namlich ihr Differential aufgrund der Definitionsgleichung W3 = U — y121 — y3x3:
d\Iflg =dU — dylxl — yldacl — dygxg — y3d{L‘3 (3.143)

und berticksichtigen die Hauptgleichung des Systems dU = y1dx1 + y2dzs..., dann erhalten

wir als sogenannte ,,Fundamentalgleichung® der Grofle Wys:
d¥13 = —x1dy; + xodys — x3dys + x4dyy... . (3.144)

Diese Beziehung unterscheidet sich vom Energiedifferential nur dadurch, dal in den Glie-
dern mit den im Index der Grofle ¥ auftretenden Nummern — hier 1 und 3 — die z und
die y ihre Platze vertauscht haben und das Vorzeichen gewechselt wurde. Nun lautet aber

das Differential der Funktion W13(y1, 22,3, Z4...) allgemein:

dv d¥v dv
AWz = ( 13) dyy + < 13) dy + < 13) dys + ... (3.145)
dy1 dajg dy3

Beim Vergleich der entsprechenden Koeffizienten sehen wir, dal man tatséchlich durch Ab-

leiten von Wi3(y1, 22, Y3, z4...) nach irgendeiner der Verdnderlichen die jeweils zugehorige
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Hauptgrofle mit positivem oder negativem Vorzeichen erhélt. Man kann daher die fehlen-

den Arbeitskoordinaten und Kréfte sowie andere, aus irgendwelchen der Hauptgrofien zu-

sammengesetzte Ausdriicke grundsétzlich berechnen, sobald die Funktion W13(y1, 2, ys3, 24...

gegeben ist, die daher ebenso wie U(x1, ...x,) charakteristische Funktion des betrachteten
Systems ist. Bei einer anderen Wahl unabhéngiger Verénderlicher z; ... z, (z; = x; oder
y;) wird U(z1, ...xzy) durch eine entsprechende andere der uns in der Rolle als thermody-
namische Potentiale bereits begegneten Hilfsfunktion W(zy,...z,) vertreten.

Die eigentliche Bedeutung der charakteristischen Funktionen liegt darin, dafl sich mit
ihrer Hilfe unmittelbar oder mittelbar diejenigen Operationen bewéltigen lassen, die bei
uns die Stiirzregel leistet. Um zum Beispiel in einem System mit der Hauptgleichung dU

= udx + vdy + wdz den Ubergang

<lez>yw - <Z>W (3.146)

zu erreichen, geht man von der Fundamentalgleichung der zu den unabhéngigen Verander-
lichen im linken Ausdruck u, y, w gehorigen charakteristischen Funktion ¥,,,, = U —ux—wy
aus

AV = —xdu +vdy — zdw . (3.147)

Hieraus kann man ablesen, dafl v = (dWUyu/dy)uw ist und = —(dW¥y,,/du)y, und damit
wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungsfolge (SCHWARZscher Satz):

dv d [d¥., d (d¥ dx
<du>yw <du< dy >uw>yw (dy< du >yw> <dy>uw (3145

Treten im Index und Nenner des Ausgangsquotienten Paare zusammengehoriger Grofien

auf, dann versagt dieses Verfahren. Man mufl dann die urspriingliche Ableitung vorher
passend umformen.

Die auf diese Weise gewonnenen Gleichungen heiflen , MAXWELLsche Beziehungen®.
Sie seien fiir einen erwédrm- und verdichtbaren Koérper mit der Hauptgleichung dU =
—pdV + TdS, fir den sie zum erstenmal von J. C. MAXWELL durch Betrachtung ge-
eigneter Kreisprozesse hergeleitet worden sind, hier zusammengestellt. Charakteristische
Funktionen sind U(V, S), ¥, = H(p,S), Y7 = F(V,T) und ¥, 7 = G(p,T) mit den Fun-

damentalgleichungen:

dU = —pdV + TdS , dH = Vdp + TdS ,

(3.149)
dF = —pdV — SdT | dG = Vdp — SdT .

Leitet man , kreuzweise“ ab, das heif3t etwa in der ersten Gleichung —p nach S und 7T nach

V', und beachtet den SCHWARZschen Satz, dann ergeben sich die vier Beziehungen
d _ (dT avy _ (dr
-(8). =&, ®),=(£),
_ (@) = — (4 () = — (ﬁ)
ar ), av)r dT ) p dp ) -

Durch Stiirzen sind sie unmittelbar erhéaltlich. In diesem Sinne ist die Stiirzregel als Merk-

(3.150)

hilfe fiir die Gesamtheit aller MAXWELLschen Beziehungen auffafibar.
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Abb. 3.27: Energiebilanz in einem Drahtstiick.

3.7.2 Kreisprozesse

Dieselben Ergebnisse lassen sich auch iiber Energiebilanzen an geeigneten Kreisvorgangen
gewinnen. Als Beispiel betrachten wir ein Drahtstiick der Lange [, das durch eine Kraft
F' gedehnt und dessen Entropieinhalt S durch Zufuhr von Entropie gegen die Temperatur
T vergroflert werden kann (Abb. 3.27). Wir stellen uns die Aufgabe, die MAXWELLsche

(5),- (%)

herzuleiten. Hierzu lassen wir den Draht folgenden verlustfreien Vorgang durchlaufen:

Beziehung

1. Dehnen des Drahtes dl bei konstanter Temperatur 7', wie es der erste Differentialquo-
tient vorschreibt, wobei der Draht die Entropie dS = (dS/dl)rdl aufnimmt.

2. Erwérmen des Drahtes um d7" bei konstanter Lénge (I + dl), wie es der zweite Differen-
tialquotient fordert. Hierbei wéchst die Kraft um dF = (dF/dT');dT. (In Wirklichkeit
ist dF negativ!)

3. ,,Umkehr“ von a: Verkiirzen des Drahtes um dl, wiahrend die Temperatur konstant auf
T + dT gehalten und die Entropie dS abgegben wird.

4. ,,Umkehr“ von b: Abkiihlen des Drahtes um dT bei fester Lange, wodurch F' wieder

den alten Wert annimmt und der Ausgangszustand erreicht wird.

In Abbildung 3.28 ist der Vorgang links in einem sogenannten ,,Arbeitsdiagramm® und
rechts in einem ,,Warmediagramm* schematisch dargestellt. Da dF' tatsdchlich negativ
ist, wird links in Wirklichkeit ein der gepunkteten Linie entsprechender Weg durchlaufen.
die bei jedem Teilschritt am Korper verrichtete mechanische Arbeit dW’ bzw. thermische
dW" ist dem Betrage nach dem Inhalt der schraffierten Flachen unterhalb der jeweils
durchlaufenen Kurvenstiicke gleich, und zwar positiv, wenn die betreffende Arbeitskoor-
dinate hierbei wachst, andernfalls negativ. Die Summen dieser Arbeiten iiber alle vier
Teilvorgénge, > dW' und >  dW”, entsprechen folglich den hier als negativ anzusehenden
Inhalten der umlaufenden Parallelogramme, deren Wert sich geometrisch unter Beachtung
des Vorzeichens zu —dF - dl bzw. —dS - dT" ergibt. Nun muf3

Y AW+ dW" = —dF -dl — dS-dT =0 (3.152)
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Abb. 3.28: Arbeits- und Warmediagramm beim Kreisproze8.

sein, da der Draht am Ende ebensoviel Energie enthélt wie am Anfang. Mit Hilfe der

anfangs aufgestellten Beziehungen fiir die Differentiale dS und dF wird damit

[(ig) dl] dT:—Kj?) dT] dl  oder (Ci;) :_<21;> . (3.153)
T l T l

Da in Wirklichkei Y dW’ < 0 und > dW"” > 0 ist, sagt man, dafl bei diesem Vorgang
Arbeit umkehrbar in Warme® verwandelt worden sei.

Entsprechende Kreisvorgénge lassen sich natiirlich auch bilden, wenn die Entropie nicht
beteiligt ist. CARNOTsche Kreisprozesse, die sich aus zwei isothermen und zwei adiaba-
tischen, umkehrbaren Teilschritten zusammensetzen, wurden frither trotz ihrer Umsténd-
lichkeit viel verwandt, weil sie sich durchrechnen lassen, ohne den Entropiebegriff benut-
zen zu miissen. Abb. 3.29 zeigt als Beispiel einen CARNOTvorgang fiir den betrachteten
Draht. Wieder entsprechen die beiden umlaufenden Flachen den ineinader ,,umgewandel-
ten“ Energien > W’ und > W”. Das bei allen CARNOTprozessen immer ein Rechteck

zeigende Warmediagramm wird meist weggelassen und > W” = AS- AT nach der Formel

> W =Qa- ATT (3.154)

berechnet, wobei @), die dem System bei der Temperatur T, zuflieBende Warme® T, - AS
bezeichnet. Da bei jedem Umlauf ein Teil Wéarme®, ndmlich T.AS, wieder abgegeben und
nur der Anteil > W"/Q, = AT /T, in mechanische Arbeit ,,umgewandelt* wird, sagt man,
dafl der CARNOTprozef3 einen ,, Wirkungsgrad*

AT
n_Ta

(3.155)

habe. Die gewiinschten thermodynamischen Beziehungen erhélt man bei einigem Geschick,
indem an die bei einem CARNOTvorgang gewonnene Arbeit — > W’ etwa anhand des
Arbeitsdiagramms berechnet und der ,,umgewandelten* Warme® 7 - Q, gleichsetzt, wobei

in der Tat das Wort Entropie keinmal zu fallen braucht:

, AT
“S W =Qu (3.156)

a
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tatsachlich durchlaufen

F \ T
]
AT zw”
L
- AS —
! S

Abb. 3.29: CARNOTscher Kreisprozefs am Draht.

3.7.3 Systematischer Rechengang

Um zu zeigen, wir sich die kennengelernten Hilfsmittel im Rahmen der energetischen Be-
trachtungsweise gezielt einsetzen lassen, wollen wir die im Abschnitt 3.2.3. behandelte
Aufgabe, einen gegebenen Koeffizienten (du/dv1)y,.. 4, durch bekannte oder leichter mefl-

bare Beiwerte ausdriicken, hier noch einmal wiederholen.

Als vorbereitende Mafinahme schreibt man zunéchst die aufgrund des 1. Hauptsatzes
geltende Energiebilanz des untersuchten thermodynamischen Systems bei kleinen Ande-
rungen der Arbeitskoordinaten xs... x, an (x; = S wird nicht als Arbeitskoordinate
gezahlt):

dU = dQ + yadwy + ... + ypdz, (3.157)

Sind alle Zustandsdnderungen umkehrbar, so dafl im Inneren sicher keine Entropie erzeugt

wird, dann kann aufgrund des 2. Hauptsatzes d@Q durch T - dS ersetzt werden:
dU = TdS + yodxo + ... + ypdzy, . (3.158)

Das ist in unserer Sprechweise die Hauptgleichung eines elastischen Systems. Wie frither
ist es fiir ein planméaBiges Vorgehen vorteilhaft, fiir die Glieder auf der rechten Seite bzw.
die darin enthaltenen Gréflenpaare eine Rangfolge festzulegen und aus jedem Glied die
jeweils ,zuganglichere* Grofle z; auszuwahlen. Die Groflen z1 ... z, sind zusammen als
unabhangige Veranderliche zu betrachten.

Die damals formulierte Teilaufgabe a): ,Die gegebene Ableitung wird in einen Diffe-
rentialausdruck zerlegt, in dem nur noch die zugénglicheren Gréfien im Nenner und in den
Indizes auftreten“, wird meist dadurch gelost, dal man die Differentiale der dort mitein-

ander verkniipften Variablen geschickt umformt. Ein systematischer Weg ist der folgende:

a) Man schreibt zunéchst die Differentiale samtlicher im Ableitungssymbol (du/dv1)y,. v,
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vorkommenden Grofien an, indem man die z; als unabhéngige Verdnderliche wéahlt:

du = (C%Ll)z dz1 + ...+ (%)ZA dzy,
1 [

dv :(dﬂ> dz +...+(%> dz,
P Ttz (3.159)

b) Da die Differentiale dvs ... dv,, der im Index stehenden, konstant zu haltenden Gréfien
verschwinden miissen, erhilt man auf diese Weise n + 1 Bestimmungsgleichungen fiir
die n + 2 ,Unbekannten“ du, dvy, dz; ... dz,. Beseitigt man daraus die dz; und 16st

nach du auf, dann entsteht ein Ausdruck der Form:

d d
du= Adv,  bzw. - = <“> A, (3.160)
dvr  \dvi/,, .
in dem A aus den Koeffizienten des Gleichgewichtssystems zusammengesetzt ist, also

wie gewiinscht nur Ableitungen mit den z; als unabhéngigen Verénderlichen enthélt.

Dieses Verfahren mag in der obigen allgemeinen Fassung etwas umstéandlich scheinen,
fiihrt aber oft verhdltnisméafig schnell zum Ziel. Einen Anwendungsfall haben wir schon
bei der Herleitung der , Einschieberegel“ kennengelernt (vgl. Abschnitt 3.2.1.). Kommen
in der gegebenen Ableitung irgendwelche der Hilfsgroflen U vor, dann zerlegt man ihre
Differentiale, ehe man sie nach den z; entwickelt, vorher aufgrund der zugehorigen Funda-
mentalgleichung.

Die frithere Teilaufgabe b): , Alle entstandenen Ableitungen, bei denen die Grofie im
Zéhler einem hoherrangigen Paar angehort als die Grofie im Nenner, werden gestiirzt®,
kann gelost werden, indem man die zu den z; gehorige charakteristische Funktion bzw.
die entsprechenden MAXWELLschen Beziehungen heranzieht. Das Verfahren ist im letzten
Abschnitt erlautert worden und braucht hier nicht wiederholt zu werden.

Moéchte man einzelne im Endergebnis vorkommende Differentialquotienten noch durch
andere, moglicherweise besser zugangliche Beiwerte ersetzen, dann kann man wie damals
fiir den neuen Koeffizienten die ganze Prozedur wiederholen und mit den hinzugewonnen
Gleichungen die unerwiinschten Differentialquotienten zu beseitigen versuchen. Diese Auf-
gabe stellt sich besonders, wenn im Endergebnis die Entropie auftaucht, die man moéglichst
durch die Warmefunktionen auszudriicken sucht. Oft bekommt der an sich durchsichtige
Rechengang dadurch ein vollig anderes Gesicht, dafl man Zwischenschritte iiberschlagt,
ihre Reihenfolge vertauscht, frither abgeleitete Zwischenergebnisse heranzieht, zusétzliche

Hilfmittel verwendet oder Um- und Nebenwege benutzt.

3.7.4 Anwendungsbeispiele

Wir wollen an einem Beispiel, der Berechnung der Ableitung (d7'/dF)g, den systemati-

schen Gang der Rechnung im einzelnen zeigen. Dieser Koeffizient war uns begegnet, als
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wir im Abschnitt 3.3.3. die Temperaturdnderung eines Drahtes beim Dehnen bestimmen
wollten. Als bekannt sehen wir wie frither den Elastizitdtskoeffizienten e, den linearen

Ausdehnungsbeiwert o und die spezifische Warme® cp an.

a) Vorbereitung:
Aufgrund des 1. Hauptsatzes gilt: dU = dQ + Fdl.
Beachtung des 2. Hauptsatzes ergibt: dU =TdS + Fdl.
Zugéangliche Veridnderliche (geordnet nach Rang): F, T.

b) (dT'/dF)g auf T, S als unabhéngige Verdnderliche umrechnen:

Anschreiben der Differentiale:

ds dsS
dlr, dF, dS=|(-=| dF — ) dI'=0 . 3.161
o o= (i), o+ (i), o101
Auflésen nach dT" und teilen durch dF:
- ds ’ - ds : :
(77) i) s (@r)p
c) ,Sturzen® der Ableitung (dS/dF)r:
Charakterist. Funktion wéhlen: Vpp(F,T)=U—-TS — Fl.
Fundamentalgleichung anschreiben: d¥pr = —SdT — ldF.
Maxwellsche Beziehung herleiten: (%)T = (%) F
: : ary _ di ds
und einsetzen: (W)S =— (d—)F / (W)F

d) Neue Koeffizienten cp, « einfiihren:
cr wird als der auf die Masse m bezogene Temperaturkoeffizient der zur konstanten
Kraft F' zugehorigen Enthalpie Vp(T, F) = U — F angesehen:

_i AV _1 ﬂ (*)
F=m\ar ) T 1 \ar),

« hat bereits die gewiinschte Endform; ¢y mufl noch — durch Wiederholung der Proze-

dur, soweit es notig ist — umgerechnet werden:
Anschreiben der Differentiale (Fundamentalgleichung benutzen!):
AVp=TdS —IldF , dI', dF =0 . (3.163)
Auflésen nach d¥p teilen durch d7', multiplizieren mit %
dVp dS T [dS
dVp =TdS — ) =T — == . *
ceras. (), =t (), omn(im), O

Beseitigt man mit Hilfe der beiden zusétzlichen Gleichungen (*) die unerwiinschten
Ausdriicke (dl/dT)r und (dS/dT)p, dann erhdlt man, dem fritheren Ergebnis entspre-

chend: T P
— | =- . .164
<dF>S m cp (3164)
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Man sieht sofort, dafl sich dieses hier ausfiihrlich dargestellte Verfahren bei einiger
Ubung und einigen Vorkenntnissen betréchtlich verkiirzen 148t. So kann man den ganzen
letzten Teil einsparen, wenn man schon weif3, daf$ und wie sich ¢z als Entropieableitung
schreiben 1afit. Zum Abschlufl sei der haufiger auftauchende Volumen- bzw. Druckko-
effizient der Warmefunktion U(V,T) bzw. H(p,T) unter Verwendung der in Abschnitt
3.7.1. aufgestellten MAXWELLschen Beziehungen (Riickgriff auf frithere Ergebnisse!) auf

eine solche gestraffte Weise hergeleitet:
au _ d(TdS — pdV) T sy » av _ 7 dp\ »
av ), av T av ) av ), ar ]y,

() - () () o (2) r (5
dp ) dp T dp ) dp ) 1 dT »

(3.165)



Kapitel 4
Chemische Thermodynamik

Der Bereich der Physik, der sich mit der makroskopischen Beschreibung stofflich verander-
licher Systeme befafit, tragt den Namen ,,chemische Physik* oder ,,chemische Thermody-
namik“. Dieses Gebiet 148t sich in Begriffsbildung und formalem Aufbau &hnlich wie die in
Abschnitt 2 kennengelernte Warmelehre entwickeln. Die wichtigsten, Entropie- und Tem-
peratur entsprechenden Groflen sind Stoffmenge und Stoffpotential; mit ihnen werden wir

uns als erstes zu beschiftigen haben.

4.1 Vorbetrachtung

Unter einem Stoff werden wir im allgemeinen eine einheitliche, durch eine chemische Formel
beschreibbare Substanz verstehen, die durch gewisse Eigenschaften wie Farbe, Dichte,
Loslichkeit, Schmelzpunkt, Emissions- und Absorptionsspektren, reaktives Verhalten usf.
gekennzeichnet ist. Die uns umgebenden Dinge kann man sich in der Regel aus derartigen
Stoffen zusammengesetzt denken, die in wechselnden Mengen, gleich- oder ungleichmafig
in ihnen verteilt sind. Nur selten besteht ein Gegenstand nahezu aus einem einzigen Stoff,
wie ein Stiick Kandiszucker oder ein Kupferdraht, meist liegen Gemische vor.

In einfachen Féllen ist ein Korper in allen seinen Teilen einheitlich, wofiir eine Luft-
blase, ein Wassertropfen, ein Trinkglas, ein Smaragd Beispiele sind, oder er zerfillt in eine
Anzahl verschiedener, in sich aber wieder gleichférmiger Bereiche wie ein aus Feldspat-,
Quarz- und Glimmerkornern gebildeter Granitblock, ein Stahltrager, der aus einem mikro-
skopisch feinen Gemenge von Eisen- und Eisencarbid-Kristalliten besteht, oder wie eine
Kupfermiinze als einem Gefiige unterschiedlich gerichteter, chemisch aber einheitlicher
Kristallkérner. Daneben kommen Korper vor, etwa eine Zelle, ein Blatt, ein Holzklotz, die
bis in submikroskopische Bereiche verwickelt geliedert und zusammengesetzt sind, oder
solche, deren Beschaffenheit sich von Ort zu Ort stetig &ndert, wie die bunten Achate oder
die nach oben immer diinner und relativ wasserstoffreicher werdende Lufthiille.

Die Korper sind nun keineswegs unveranderlich, sondern tauschen mehr oder weniger
langsam Materie mit der Umgebung aus. Die Stoffe, besonders die leichter fliichtigen, nei-

gen namlich wie die Entropie dazu, die umgebenden Gegenstéinde zu durchdringen und
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sich liber den ganzen verfligharen Raum bis zu einem Gleichgewicht zu verteilen, wenn
auch mit viel geringerer Geschwindigkeit und oft nur in unmerklichen Konzentrationen.
So nehmen Holz, Gewebe, Ziegel in feuchter Umgebung Wasser auf und verlieren es wieder
an einem trockenen Ort. In geschlossenen Raumen gleicht sich die unterschiedliche Feuchte
der einzelnen Gegensténde wie die Temperatur aus (Abb. 4.1). Legt man z.B. in eine Zwie-
backtiite eine Scheibe frisches Brot, dann ist diese Scheibe nach einigen Tagen hart und
sprode geworden, wahrend umgekehrt ein Zwiebackstiick, zusammen mit frischem Brot ge-
lagert, weich und biegsam wird. Die Luft — genauer Stickstoff und Sauerstoff — verhélt sich
ahnlich wie Wasser. Der luftgesattigte Zustand der uns umgebenden Gegenstande ist der
iibliche. Ausgekochtes, luftarmes Wasser nimmt beim Stehen langsam wieder Gas aus der
Umgebung auf. Ist dagegen zuviel Luft gelost, dann wird sie ausgeschieden wie etwas aus
frisch gezapftem Leitungswasser, das sich héufig durch ausperlende Blaschen triibt und die
Gefaflwande bald mit Glasperlen iiberzieht. Bier wird im offenen Glase schal, weil das im
Uberschuf geloste Kohlendioxid in die Atmosphére entweicht, und stark riechende Nah-
rungsmittel iibertragen allméahlich ihren Geruch auf andere Giiter, mit denen sie zusammen
gelagert werden. Selbst kristallisierte, kompakte Korper sind nicht undurchdringlich. So
kann ein Eisenstab durch mehrtagiges Glithen in Holzkohle- oder Graphitpulver bis zu 1%
seines Gewichtes mit Kohlenstoff angereichert und in einer oxidierenden Flamme wieder

entkohlt werden.

Abb. 4.1: Feuchtigkeitsverteilung in geschlossenem R&umen.

Die durch eine bestimmte Materieschicht, sei sie fest, fliissig oder gasférmig durch-
gesetzte Menge eines Stoffes kann je nach seiner Art auflerordentlich verschieden sein.
Polyathylen 148t beispielweise Wasser etwa tausendmal schlechter durch als das dhnlich
hochsiedende n-Heptan, so dafl man zwar wéfirige Losungen in solchen Geféfien aufbewah-
ren kann, nicht aber Benzin, dafl im Laufe von Tagen deutlich verschwindet. Ahnlich stellt
eine Seifenhaut einen rund hundertfach héheren Widerstand fiir Stickstoff dar als fiir Koh-
lendioxid. Extreme Unterschiede findet man bei einer Luftschicht iiber einer Salzlésung,
die von Wasser leicht durchquert werden kann, fiir ein schwer fliichtiges Salz aber so gut
wie uniiberwindlich ist.

Ist ein Korper homogen, dann verteilt sich ein eingedrungener Stoff nach hinreichend
langer Zeit gleichméafig tiber das ganze Volumen. Das Fassungsvermogen fiir Fremdstoffe
schwankt allerdings wie die Durchlassigkeit in ungeheuer weiten Grenzen. 1 1 zimmerwar-

mes Wasser vermag einerseits eine unbegrenzte Menge Ethanol aufzunehmen, mit dem
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es ja vollstdndig mischbar ist, oder 500 1 Chlorwasserstoffgas bei 1 bar, 10st aber auf der
anderen Seite nur ungefihr 1072 mm? Kalkstein oder sogar nur 107! mm? Silbersulfid,
ein mit Lichtmikroskopen nicht mehr erkennbares Stdubchen.

Die Stoffe sind in ihrer Menge nicht unverénderlich, sondern sie kénnen ineinander um-
gewandelt oder in eine geringe Zahl von Grundstoffen, die Elemente, zerlegt und daraus
auch wieder aufgebaut werden. Bei den gewohnlichen chemischen Umsetzungen bleibt die
Menge der Grundstoffe erhalten, das heifit, dafl man sie unter sonst gleichen Bedingun-
gen in genau denselben Anteilen wiedergewinnt, wenn man ein Stoffgemisch vor oder nach
einer Umsetzung zerlegt. Jedoch zeigen die Vorginge in den Kernreaktoren und Teilchenbe-
schleunigern, dafl auch die Elemente ineinander iiberfithrbar sind und sich etwa vollstandig
(einschl. der Neutronen!) in Wasserstoff aufspalten oder aus ihm zusammensetzen lassen,
wobei auch hier die Menge des zugrunde liegenden Wasserstoffs stets konstant bleibt.
Letztlich kann man also die Stoffumwandlungen als blofle Zustandsénderungen einer im

Grunde einheitlichen Materie deuten, wenn man es mochte.

4.2 Stoffmenge

Da verschiedene Mafe fiir die Stoffmenge gebrauchlich sind, wollen wir uns zunéchst un-
abhangig von den vorgegebenen Groflen tiberlegen, welche Eigenschaften wir von der ge-
suchten Verédnderlichen erwarten.

Es scheint verniinftig zu sein, zu fordern, dafl die Menge eines Stoffes innerhalb eines
gegebenen Raumbereiches nur dadurch wechseln kann, dafl von diesem Stoff Teile nach
auflen abgegeben oder von dorther aufgenommen, oder aber durch chemische Umsetzung
verbraucht oder gebildet werden. Allein durch Verlagern, Erwarmen, Verdichten, Aufteilen,
Abtrennen von Begleitsubstanzen usw. soll sich die Menge nicht verdndern. Wenn wir an
diesen Eigenschaften nicht festhalten, dann scheiden gewisse Mengenmafle von vornherein
aus, so das Volumen, das im Alltagsleben gern benutzt wird — man spricht etwa von einem
Festmeter Holz, einem Liter Wasser, einem Kubikmeter Gas usw. —, aber strenggenommen

auch die Masse m, die wegen der EINSTEINschen Beziehung
E =mc? (4.1)

(E = Energieinhalt, ¢ = Lichtgeschwindigkeit) auch dann anwéchst, wenn an einem Stoff-
bereich lediglich Arbeit verrichtet wird. Da die Abweichungen jedoch bei den gewdhnlichen
Zustandsanderungen weit unterhalb der tiblichen Mefigenauigkeit liegen, hat sich dieses
Maf} in Wissenschaft und Wirtschaft trotzdem weitgehend eingebiirgert. Aber so ganz be-
friedigt es nicht, wenn man bedenkt, da8 die Masse von 1 cm?® Wasser beim Erwiirmen um
1 Grad zwar nur um 5- 1074 g wiichst, da88 dieser Zuwachs aber immerhin der Masse von
rund einer Milliarde Wassermolekeln entspricht.

Die Annahme, dafl zwei Mengen desselben Stoffes einander gleich sind, wenn sie unter
denselben duleren Bedingungen wie Gestalt des Bereiches, Druck, Temperatur, Feldstarken

usw. den gleichen Raum beanspruchen oder gleich schwer sind, ist einleuchtend. Um eine
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irgendwo vorhandene Stoffmenge zu messen, wiirde es geniigen — &hnlich wie wir es im
Falle der Entropie gemacht haben —, den Stoff unter einheitlichen Bedingungen in lauter
gleiche Gefafle abzufiillen oder in gleiche Stiicke zu zerlegen und die Teile zu zéhlen. Dabei
kann grundsétzlich jede beliebige Menge als Einheit festgesetzt werden, vorausgesetzt nur,
daB sie sich fiir einen gegebenen Stoff auf irgendeine Weise eindeutig kennzeichnen 1a8t.
Die iibliche Angabe von Gasmengen in ,,Normalkubikmetern“ fuf3t im Grunde auf einem
solchen Verfahren

Es gibt nun wegen der atomistischen Struktur der Materie eine natiirliche Stiicke-
lung, die Atome oder besser die durch die chemische Formel eines Stoffes beschriebenen,
sich stets wiederholenden Atomgruppen. Es liegt daher nahe, diese ,, Teilchen* als Einheit
festzusetzen. Dadurch wiirden zugleich die Begriffe Stoffmenge und Teilchenzahl zusam-
menfallen. Das in der Chemie iibliche Mengenmaf} stimmt mit dem iibrigen Vorschlag
iiberein, wenn man das ,,Mol“ wie Dutzend oder Schock als Zéhleinheit auffa3t, definiert

durch die Gleichung, in der rechts die sogenannte LOSCHMIDTsche Zahl steht:
1 mol = 0.6023 - 10** Stiick, (4.2)

oder genauer durch die Forderung, dal 12 g des reinen Kohlenstoffisotops mit der Mas-
senzahl 12 gerade ,,1 mol Atome* enthalten soll. Da man in einer gegebenen Probe die
Atome oder Atomgruppen tatsachlich unmittelbar oder auf Umwegen zéhlen kann, ist die
nach dieser Vorschrift definierte Stoffmenge n grundsétzlich eine mefibare Grofle. Unser
MefBverfahren ist jedoch grundséatzlich unabhéngig davon anwendbar, ob wir etwas vom
Dasein der Atome wissen oder nicht.

Sieht man die Materie als gleichwertig an, dann befriedigt diese Definition nicht. Folge-
richtig miiiten alle Substanzen zunéchst in einen einheitlichen stofflichen Zustand gebracht
werden, etwa den des Wasserstoffs, dessen Menge dann zu bestimmen ware, zum Beispiel,
indem man wie oben die Atome abzihlt. Als Mafl fiir den Materieinhalt eines Korpers
erhielte man hierdurch die Anzahl der in ihm vorkommenden Kernbausteine, kurz seine
Massenzahl. Ausgedriickt in ,,mol* wiirde der Zahlenwert dieser Grofle nahezu mit der
Massenangabe in Gramm tbereinstimmen. Genauer woge ,,1 mol Materie® in der Gestalt
des Wasserstoffs 1.008 g, als Graphit 1.000 g und als Eisen 0.999 g. Nach diesem Mef3ver-
fahren gébe es fiir die Materie wie fiir die elektrische Ladung — Antimaterie zahlte negativ
— einen Erhaltungssatz; kennzeichnet man dagegen ihre Menge durch die Masse, also in
gewisser Weise im Energiemafl, dann sind wegen der Einsteinschen Beziehung Materie und
Energie als ineinander umwandelbar anzusehen. Wir finden hier also &hnliche Verhéltnisse

vor, wie wir sie schon beim Warmebegriff kennengelernt haben.

4.3 Stoffpotential

Wir haben anfangs erwahnt, dafl die Ausbreitung der Stoffe an thermische Vorgénge er-

innert. Wegen der Ahnlichkeit des Verhaltens, das frithere Forscher sogar dazu verleitete,
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Abb. 4.2: Transportarbeit und Stoffpotential.

von einem Warmestoff zu sprechen, liegt es nahe, sich bei der Beschreibung das fertige

Begriffssystem fiir die Warmeerscheinungen als Vorbild zu nehmen.

4.3.1 Energie und Potential

Dafl ein Korper verschiedene Substanzen mit den umliegenden Gegensténden auszutau-
schen vermag, ist uns bereits bekannt. Um einen Stoff gezielt zu iibertragen, konnte
man etwa im Falle der Entropie einen Kolbenprober benutzen. Wird nun mit einem sol-
chen Gerit eine kleine Menge dn irgendeiner Substanz von einem Koérper auf einen ande-
ren befordert — zum Beispiel Wasser etwa als Dampf von einem trockenen Holzklotz auf
einen feuchten Ziegelstein (Abb. 4.2) —, so kostet dies Arbeit. Diese Hubarbeit 148t sich
vollstandig zuriickerhalten, wenn man alle Verluste durch Reibung oder andere entropie-
erzeugende Vorgiange umgeht. Das kann man erreichen, wenigstens im Gedankenversuch,
indem man auf Umkehrbarkeit aller Teilschritte achtet.

Um nur den Aufwand dW fiir den betrachteten Stoff selbst zu erfassen, diirfen wir
selbstverstandlich nur ihn allein iibertragen und miissen alle Nebenarbeiten vermeiden.
Insbesondere diirfen nicht gleichzeitig andere Substanzen mitverschoben und auch keine
Entropie, keine frei beweglichen Ladungen und &hnliches mitbefordert werden, noch darf
man die Korper verformen. Wir sind sicher, da3 wir keinen Parameter oder keinen Be-
standteil tibersehen haben, wenn ein Korper nach einer solchen Stoffentnahme immer in
denselben Zustand zuriickkehrt, sofern ihm nur die gleiche Stoffmenge wieder zugefiihrt
wird. Praktisch konnte die Ubertragung so aussehen, daf man eine Probe des fraglichen
Stoffes durch eine nur fiir ihn durchléssige, starre Wand aus dem einen Korper abzieht und
sie durch eine dhnliche Wand in den anderen hineindriickt, wobei die am Kolbenprober
vernichtete Arbeit dW gemessen wird. Leider gibt es keine stoffdurchléassigen Wande, die
gleichzeitig die Entropie zuriickhalten. Wir kénnen uns jedoch leicht dadurch helfen, dafl
wir die mitgeflossene Entropie nachtréglich zuriickschaffen und die dabei wiedergewonne-
ne Arbeit vom urspriinglichen MeBwert abziehen. Ahnlich kénnten wir natiirlich auch mit
versehentlich mitgestromten Begleitstoffen verfahren.

Wegen der Energiehaltung kann dW nicht davon abhéngen, ob wir den Stoff in einem
Schritt oder auf Umwegen tiber weitere Korper, mit dem Kolbenprober oder einem anderen

Hilfsmittel iibertragen. Daher kénnen wir schlechthin davon sprechen, dafl eine kleine
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Abb. 4.3: Die trinkende Ente als Stoff-Kraft-Maschine.

Menge dn eines Stoffes in jedem Materiebereich oder auch in jedem Ausschnitt daraus,
in den wir dn von einem Vergleichskorper aus bringen kénnen, gegeniiber diesem eine
potentielle Energie dF besitzt. Die Energie dE an zwei Orten I und II unterscheidet sich

gerade um den Aufwand dW, um dn von I nach II zu beférdern:
dEr — dEp =dW (dW = Hubarbeit) (4.3)

Denken wir uns jetzt mehrere Korper, die auch Teilstiicke eines einzigen Bereiches sein
kénnen und groflere oder geringere Anteile einer bestimmten Substanz enthalten. Dann

erklaren wir als ,,Stoffpotential“ r dieser Substanz in jedem dieser Korper den Quotienten

dE

- _ 4.4
o (44)

wobei dE die potentielle Energie einer kleinen Probemenge dn ist beziiglich eines beliebi-
gen, aber fest gewédhlten Vergleichskorpers. Wahrend dFE noch von dn abhéngt, ist r eine
Eigenschaft des Korpers oder des betrachteten Ausschnittes und wird von dessen Zustand
bestimmt. Ein entsprechendes Potential kann man fiir jeden Stoff erklaren und messen,
sofern er nur hinreichend beweglich ist.

Ahnlich wie man in Warmekraftmaschinen den Potentialfall zur Entropie zur Gewin-
nung von Arbeit nutzt, kann man auch entsprechende ,,Stoffkraftmaschinen* bauen. Eine
einfache Vorrichtung dieser Art, die der Potentialunterschied des Wassers in einem Was-
serglas und in Zimmerluft treibt, ist die als Spielzeug bekannte ,trinkende Ente“ (Abb.
4.3) die sich hin- und hernickend langsam neigt, den Schnabel ins Wasser taucht, wieder
zuriickpendelt und nach einer Reihe von Schwingungen das Spiel von vorn beginnt. Bei
einer zwischen zwei Speichern mit festen Potentialen r; und rg arbeitenden, verlustfreien
Maschine ist die Energie W gewinnbar (negatives Vorzeichen), wenn die Stoffmenge n (von

r1 nach rg) durchgesetzt wird.

W =—n(ry1 —ro) . (4.5)
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Grundsétzlich konnte man den Energiezuwachs dFE eines Korpers wahrend einer Stof-

faufnahme dn wegen der EINSTEINschen Beziehung F = mc?

aus dem durch Wégung
bestimmbaren Massenzuwachs dm berechnen und damit das Stoffpotential r = dE/dn ab-
solut ermitteln. Damit jedoch dE mit der {iber den Kolbenprober insgesamt zugefiihrten
Energie iibereinstimmt, die wir laut Vorschrift allein zu messen haben, darf der Korper
keine Energie an anderen Stellen abgeben oder aufnehmen, was man durch Konstanthalten

des Volumens, des Entropieinhaltes, der Mengen aller iibrigen im Korper vorkommenden

dE
r= <> . (4.6)
dn SvVn/n' ...

Die Beziehung zeigt iibrigens, daf  (fiir ruhende und von &duferen Feldern freie Materie-

Substanzen usw. erreichen kann:

bereiche) mit dem chemischen Potential p der herkémmlichen Thermodynamik tiberein-
stimmt. Dieses Verfahren fiihrt aber nicht zum Ziel, weil man die Massen auf etwa 10 bis
15 Stellen genau messen miiite, um noch die kleinen fiir das stoffliche Geschehen wichti-
gen Potentialunterschiede zu erfassen, wie die Zahlenbeispiele im {iberndchsten Abschnitt

zeigen.

4.3.2 Ausbreitungsbestreben

Die Stoffpotentiale haben recht anschauliche Eigenschaften, die denen der Temperatur
dhneln. Sie sind zunéchst ein Mafl dafiir, wie schwierig ein betrachteter Stoff einem Korper
zuzufiihren ist. Je grofler der Potentialunterschied zwischen zwei Orten ist, desto aufwen-
diger ist die Ubertragung. Am einfachsten ist es, sich r als eine Art Spannung vorzustellen,
die den betreffenden Stoff im Raum zu verteilen strebt und gegen die die Arbeit r - dn
verrichtet werden muf}, wenn man eine kleine Menge dn in den Korper hinneinzudriicken
sucht:

dW =r-dn . (4.7)

Die Arbeit wollen wir zum Unterschied zu entsprechenden mechanischen —p - dV, ther-
mischen T - dS, elektrischen ¢ - d@Q usw. ,,chemisch“ nennen, da sie den Korper stofflich
verandert. Sie darf nicht mit der Hubarbeit verwechselt werden.

r ist, wie schon angedeutet, die treibende Kraft fiir die Diffusions- und Stromungs-
vorgange und mifit gleichsam die Stérke des Ausbreitungstriebes. Solange namlich ,, Trieb
oder Potentialunterschiede bestehen, kann durch Stoffverschiebung von Orten mit héheren
r-Werten zu solchen mit niedrigeren Energie freigesetzt werden (Abb. 4.4), wahrend fiir
die entgegengesetzte Bewegung umgekehrt Arbeit notwenig wére. Der erste Vorgang lauft
freiwillig ab, indem die entbundene Energie durch Entropieerzeugung aufgezehrt wird,
dagegen ist der zweite Vorgang nur durch dufleres Eingreifen moglich. Je grofier der Po-
tentialunterschied ist, je kraftiger also der Antrieb, desto starker ist der Stoffstrom, desto
mehr Arbeit wird aber auch verschlissen. Die Geschwindigkeit der Prozessse hingt al-
lerdings aufler von Triebkraften auch von den zu iiberwindenden Widerstanden ab, die

auferordentlich verschieden und so hoch sein konnen, daf§ vor einer Bewegung auch iiber
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Abb. 4.4: Stoffstrome und das chemische Potential.

lange Zeiten nichts zu erkennen ist. Will man Arbeitsverluste vermeiden, dann mufl man
die Widerstidnde moglichst klein und die Stoffe moglichst langsam wandern lassen, so dafl
die Strome praktisch antriebslos flieen. Eine Potentialstufe darf ein Stoff nicht ,,herunter-
fallen* | sondern er muf} ,,heruntergehoben* und die dabei freiwerdende Energie aufgefan-
gen werden. Gleichgewicht herrscht, wenn alle Potentialunterschiede ausgeglichen sind, der
Ausbreitungstrieb eines Stoffes also iiberall gleich ist, jedenfalls soweit nicht Trennwéande
oder zu tiefe Temperaturen Diffusion und Stromung hemmen und nicht irgendwelche an-

deren energieliefernden Vorgénge im Spiele sind:

r = const Gleichgewichtsbedingung. (4.8)

Aufgrund der Spannungsvorstellung ist das Verhalten des Wassers in einem feuchten
Raum leicht zu verstehen. Solange das Wasserpotential in der Luft hoher ist als in den
angrenzenden Gegenstinden, nehmen diese noch Feuchtigkeit auf, beginnen sie aber wieder

zu verlieren, sobald das Potential darunterliegt.

Tinnen < Taufen Zustrom, (4.9)
Tinnen > TauBen Abstrom.

Ahnliches gilt fiir Stickstoff, Sauerstoff, Kohlendioxid, wenn sie sich in Wasser 16sen und
sich daraus wieder ausscheiden, oder fiir die Auf- und Entkohlung gliihenden Eisens. Uber-
schichtet man Wasser mit Ather, dann beginnen beide Stoffe einander zu durchdringen
(Abb. 4.5). Die Ausbreitungstriebe sind ausgewogen, also sowohl das Wasser- wie das
Etherpotential tiberall gleich, wenn die obere Schicht gut 1% Wasser und die untere knapp
8% Ether aufgenommen hat, so daf§ der Vorgang dann zum Stillstand kommt.

Je mehr Stoff einem Korper zugefithrt wird, desto hoher steigt das zugehorige Potential

oder bleibt unter besonderen Umstanden allenfalls konstant:

dr
—_— > . .
an 0 (4.10)

Im entgegengesetzten Falle wiirde das Verhalten unstabil werden: Zwischen zwei Teilen

eines Korpers herrschte unter solchen Bedingungen wie auch sonst Gleichgewicht, wenn die



4.3. STOFFPOTENTIAL 103
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Abb. 4.5: Verteilungsgleichgewicht. Abb. 4.6: Wassertransport - Heben.

r-Werte gleich wéren. Geriete aber durch eine kleine Storung zuféllig etwas mehr Stoff auf
die eine Seite und erniedrigte dadurch dort den ,, Trieb*, dann miiiten zwangslaufig wegen
des entstandenen Gefilles weitere Mengen nachstromen und das Ungleichgewicht noch
verstarken, bis schliellich die andere Seite ganz entleert ware oder bis von einem gewissen
Gehalt an das angenommene Verhalten dr/dn < 0 nicht mehr gélte. Der Kérper zerfiele
also von selbst in lauter solche Bereiche, fiir die unsere anfiangliche Behauptung zutrifft.
Der stets positive, allerdings kaum benutzte Kehrwert dn/dr der erwéhnten Ableitung
entspricht, nebenbei bemerkt, ganz den Entropie- und Ladungskapazititen. (dS/dT"), und
(dQ/dp)., und wird genau wie diese von den gewéhlten Nebenbedingungen (z) beeinflufit
werden:

d
<dZ> »oStoffkapazitat*. (4.11)

4.3.3 Wasser als Zahlenbeispiel

Anders als bei Temperaturgraden verbinden wir mit den Zahlenangaben fiir die Stoffpo-
tentiale keine Vorstellung, weil diese Groflen im Alltagsleben nicht benutzt werden. Um
die Liicke etwas zu schlieflen, betrachten wir als Beispiel den uns vertrautesten Stoff, das
Wasser, in verschiedenen Korpern. 1 mol reines Wasser hat unter Zimmerbedingungen die
Masse M,, = 18 g, beansprucht den Raum V;, = 18 cm?® und enthilt die Entropie S,, =
66 J/K.

a) Unterschiedliche Gestalt und Hohenlage (Abb. 4.6)
Um eine Wassermenge dn mit der Masse M,, - dn vom unteren Gefafl ins obere oder

vom rechten ins linke zu heben, bendtigt man die Arbeit dW = M,, - dn - g - Ah, wo-
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Abb. 4.7: Wassertransport - Druck. Abb. 4.8: Wassertransport - Temperatur.

bei Ah im ersten Fall endlich, im zweiten Null ist. Da wir das Wasser als rein und
die Temperatur als gleich annehmen, braucht man keine , halbdurchléssigen“ Wéande,
um irgendwelche Begleitstoffe zuriickzuhalten, und kann auf die Riickbeférderung der
Entropie verzichten. Als Potentialunterschied Ar = dEr;/dn — dE7/dn = dW/dn er-

halten wir unabhéngig von Gréfle und Gestalt der Korper
Ar =DM, -g-Ah . (4.12)
Bei einer Héhenabweichung von 1 m ist Ar ~ 0.00018 kJ/mol.

Unterschiedlicher Druck (Abb. 4.7)

Entziehen wir dem rechten Gefafl die Wassermenge dn mit dem Volumen V,,, - dn und
driicken sie in das linke, dann haben wir die Arbeit dW = —p-V,, -dn +p’ -V, - dn
aufzuwenden, solange die Driicke nicht zu hoch sind und wir daher V,,, als konstant
ansehen konnen. Andernfalls mufl die Verdichtungsarbeit dW' an der Probemenge dn
beim Ubergang vom Druck p nach p’ beriicksichtigt werden. Um die Entropie brauchen
wir uns wieder nicht zu kiimmern. Auch das die Wasserkorper ihr Volumen &ndern,
sich also verformen und damit Energie an die Gewichte abgeben oder von dorther
aufnehmen, ist fiir die Arbeitsmessung belanglos, solange die Wand der Entnahmestelle
selbst starr bleibt. Damit wird

Ar =V, -Ap . (4.13)
Fiir eine Druckabweichung um 1 bar ist Ar ~ 0.0018 kJ/mol.

Unterschiedliche Temperatur (Abb. 4.8)

Wir entnehmen rechts die Wassermenge dn. Hierbei stromt die Entropie S;, - dn mit.
Nun diirfen wir kaltes und warmes Wasser nicht mischen, da der Vorgang nicht um-
kehrbar ist. Um daher die Temperatur der Probe von T auf T” zu heben, geben wir
etwa mit einem gasgefiillten Kolbenprober aus dem heifleren Gefaf3 eine kleine Entropie-
menge dS’ hinzu, wobei die Arbei dI/W’' gewonnen wird. Danach kann man das Wasser
vorsichtig in den linken Behalter einflielen lassen. Entgegen unserer Mef3vorschrift ist

damit aber zugleich die Entropie .Sy, - dn von rechts nach links befordert worden. Beim
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Riicktransport ist die Arbeit —S,, - dn - AT zu verrichten. Wenn die Temperaturunter-
schiede klein sind, ist dW’ vernachlassigbar, und der gesamte Aufwand betragt dW =
—Sm - AT - dn, so daB fir Ar gilt

Ar=—-8-AT | (4.14)
Fiir Temperaturabweichungen im 1 K ist Ar ~ -0.066 kJ/mol.

Unterschiedliche chemische Umgebung (Abb. 4.9)

Gegentiiber dem Wert in einem Glase Wasser ist das Potential in Luft mit einer relativen
Feuchtigkeit von 60 ... 70%, wie man sie in einem Wohnzimmer vorfindet, um rund 1
kJ/mol, in frischem Zwieback um etwa 3 kJ/mol und in konzentrierter Schwefelséure
als einem stark wasserentziehenden Mittel um 23 kJ/mol niedriger. Frisches Brot, wo
das Potential nahezu mit dem Wert im Wasserglase iibereinstimmt, wird also austrock-
nen, wenn man es an der Zimmerluft liegen 1483t, wahrend ein Stiick Zweiback durch

Wasseraufnahme seine Knusprigkeit verliert.

Absolutwert

Driickt man in einen 1 cm?® groBen Wasserwiirfel 1072 mol Wasser hinein, wihrend man
die Hohenlage, das Volumen, den Entropiegehalt usw. konstant hélt, dann steigt die
Masse um m = 18.0153... mg und somit die Energie um AE = Am -c®> = 1.62-10'2 J.
7 betriigt daher absolut rund 1.62 - 10'2 kJ/mol.

Unser Ergebnis, daf3 kaltes Wasser ein hoheres Potential hat als warmes, sich also stérker

auszubreiten sucht, widerspricht anscheinend der Erfahrung, daf§ feuchte Kleider am Ofen

trocknen und sich das verdunstende Wasser an den kalten Fensterscheiben niederschlagt.

Man bedenke aber, daf in diesen Fallen wegen der Temperaturunterschiede dem Stoffstrom

ein Entropiestrom iiberlagert ist, der sehr wohl die Energie zu liefern vermag, um die Stoffe

entgegen dem Potentialgefalle zu befordern.

4.4 Kopplung von Stoffzufuhr mit anderen Vorgangen

Ein Gegenstand, dem ein Stoff zugefithrt wird, vergroflert meist seinen Raum-, Energie-

und Entropieinhalt. Er kann sich aber auch kriimmen, verdrillen, einen anderen Stoff auf-

Th3 L Zimmerluft o
ey IR I

— N\ .-, . mol
Zwieback " L

~23mal '.'.‘HO:
=2
—— mol

Abb. 4.9: Wassertransport - Umgebung.
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nehmen oder abgeben, den Ladungszustand dndern und dhnliches. Mit der Beschreibung

solcher Vorgang wollen wir uns im folgenden befassen.

4.4.1 Raum und Entropieanspruch eines Stoffes ,,Molmasse*

Ein Gelatinewiirfel, ein Holzklotz, ein Granitblock quellen beim Durchfeuchten und schwin-
den beim Trocknen. Man kann diese Volumenénderungen auf den Platzbedarf des Wassers
innerhalb des betreffenden Korpers zuriickfithren. Fiigt man nun einem Liter konzentrierter
und der gleichen Menge halbkonzentrierter Schwefelsiure 1 cm?® Wasser hinzu, dann wichst
das Volumen im ersten Fall um 0.48, im zweiten um 0.97 cm?. Offenbar beansprucht also
Wasser, selbst wenn Temperatur und Druck gleich bleiben, nicht immer denselben Raum,
so daB} eine genauere Definition dieses Begriffes notwendig ist.

Es liegt nun nahe, als Raumbedarf oder Raumanspruch einer Stoffmenge in einem
Korper das Volumen aufzufassen, um das sich dieser bei der Zugabe des Stoffes ausdehnt.
Wenn man etwas strenger vorgehen will, wird man nur kleine Zufuhren dn gestatten, damit
sich die Zusammensetzung des Korpers nicht so stark dnert, und wird spater den winzigen
Volumenzuwachs dV auf eine handliche Stoffmenge, etwa ein Mol, umrechnen V,,, = dV/dn.
Die Grole V,, bezeichnet man als (partielles molares) Volumen des Stoffes im Korper.
Der Index m soll an das Wort ,,molar“ erinnern. Wir wollen die Bedingungen, unter denen
diese ganze Prozedur vorzunehmen ist, nocht etwas genauer fassen. Wir werden verlangen,
damit durch Warmeausdehnung, Kompressibilitat, Elektrostriktion und dergleichen keine
Fehler entstehen, dal Druck, Temperatur, Feldstarken usw. konstant gehalten werden und

daB nicht gleichzeitig von anderen Stoffen etwas zugefiihrt wird. Wir definieren daher

V= <dv> , (4.15)
dni pT..n;

wobei der Index i das allgemeine m ersetzen kann, um den Stoff ndher zu kennzeichnen,

endgliltig

den wir gerade im Auge haben. n; steht fiir die Mengen aller iibrigen Stoffe.

Zu beachten ist, dafl der Raumanspruch auch negativ werden kann, namlich falls das
Gesamtvolumen ausnahmsweise sinkt, wenn ein Stoff in einen Korper eindringt. Um V,,
abzuschétzen, kann man davon ausgehen, dafl 1 mol Atome im kondensierten Zustand etwa
10 cm?® beanspruchen, im Gaszustand unter Zimmerbedingungen etwa das Tausendfache.
Bei einem homogenen Materiebereich, der nur aus einer einzigen Substanz besteht, ergibt
sich der Raumbedarf eines Mols dieser Substanz einfach aus dem Quotienten aus gesamtem
Volumen V' und der darin enthaltenen Stoffmenge n, weil unter den oben angegebenen
Bedingungen V' ~ n ist:

Vin = % fiir reinen Stoff. (4.16)

Wie der Rauminhalt wéchst in der Regel auch der Entropieinhalt eines Korpers, wenn
er einen Stoff aufnimmt, und zwar nicht nur um den zuféllig in der zugegenen Materie
enthaltenen Anteil, sondern es muf} in der Regel dariiber hinaus noch zusétzlich Entro-

pie ausgetauscht werden, damit die Temperatur nicht ansteigt oder absinkt. Lost man



4.4. KOPPLUNG VON STOFFZUFUHR MIT ANDEREN VORGANGEN 107

Abb. 4.10: Entropieabhéngigkeit der Loslichkeit.

zum Beispiel einen Teeloffel Glaubersalz (NaSOy - 10 HyO), Natrium- oder Kaliumnitrat
in einem Glas Wasser, dann wird die Losung so kalt, daff das Glas beschlagt. Um die
Temperatur zu halten, mufl hier Entropie aus der Umgebung aufgenommen werden. Sie
wird wieder abgegeben, wenn sich die Salze etwa aus einer libersattigten Losung ausschei-
den, die sich dabei merklich erwarmt (Abb. 4.10). Ein Stoff enthélt in einem Korper und
bezogen auf 1 mol, einen anderen Entropieanteil S,, als in reinem Zustand. Die Grofle Sy,

bzw. S;, die (partielle molare) Entropie des i-ten Stoffes, erklaren wir ganz entsprechend

dni pT..n;

Bei einem homogenen, aus einem Stoff bestehenden Materiebereich ist S, ahnlich wie V,;,

wie V; durch die Gleichung;:

durch den Quotienten aus Gesamtentropie S und Gesamtmenge n gegeben:
S .
Sm = — fiir reinen Stoff, (4.18)

und 148t sich grob aus V,, und den fritheren Angaben iiber die Entropiedichte abschétzen.
Verdampft man einen Stoff und mischt ihn mit anderen Substanzen, dann wéachst S;, stark
an.

Ahnlich kénnen wir natiirlich auch den Energiezuwachs dE eines Korpers wihrend der
Zufuhr einer Stoffmenge dn dieser zuordnen und eine (partielle molare) Energie E; einer
Substanz innerhalb eines Materiebereiches definieren: E; = (dE/ dni)pT“,n%. Diese und eine
Reihe verwandter Grofien (partielle molare Enthalpien, freie Energien, freie Enthalpien
usw.) spielen in der herkémmlichen Thermodynamik eine bedeutende Rolle, sind aber fiir
unsere Betrachtungen entbehrlich. Wegen der EINSTEINschen Beziehung m = E/c? wird
jedem Stoff durch die Einfiihrung der E; zugleich eine (partielle molare) Masse, oder kiirzer
,Molmasse* M; = E;/c® = (dm/ dni)pT“,n% zugeordnet. Die relativen Abweichungen die-
ser Grofle in den verschiedenen Zustanden eines Stoffes sind so klein, dafl man M,, in den
meisten Anwendungsféllen als konstant ansehen und von der Masse m = n- M, einer Sub-
stanzmenge n schlechthin sprechen kann. Kennt man die elementare Zusammensetzung,
also die Bruttoformel eines Stoffes, dann 148t sich seine Molmasse bekanntlich hinreichend
genau durch Addition aus den fiir die Elemente geltenden M;-Werten, den ,, Atomgewich-
ten“, berechnen. Da man Massen leicht und sehr genau durch Wagen ermitteln kann und
daraus die Stoffmengen n, indem man durch die Molmasse teilt, pflegt man n ausschliefllich

auf diesem Wege zu bestimmen.
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4.4.2 Hauptgleichung und Kopplungen

Wenn man einem Korper neben Entropie auch verschiedene Stoffe zufiihrt und sein Volu-
men variiert, dann andert sich sein Energieinhalt um die an ihm verrichteten mechanischen,

thermischen und chemischen Arbeiten:
dE = (—p)dV + TdS + ridny + radng + ... +rrpdng . (4.19)

Bréachte man ihn in ein elektrisches oder magnetisches Feld, liide ihn auf, beschleunigte
ihn usw., dann kdmen zum Energiedifferential noch weitere Glieder hinzu, wovon wir hier
aber der Einfachheit halber absehen wollen. Falls wir hinreichend langsam vorgehen und
keine Energie an Diffusionswiderstdnden verschleifien, sollten alle Arbeiten wiedergewinn-
bar sein, so dafl wir das System als elastisch ansehen kénnen. Als leicht mefibar gelten p, T
und die n;; daher werden diese Grofen meist als unabhingige Verdnderliche gewahlt. Nun
wissen wir bereits, dafl V' und S mit den Stoffmengen und diese untereinander gekoppelt
sind, so daf3 wir verschiedenerlei Beziehungen zwischen den Hauptgrofien erwarten diirfen,

von denen wir einige erdrtern wollen.

a) Kopplung zwischen V und n
Wachst das Volumen bei der Zufuhr des i-ten Stoffes, ist also V; positiv, dann wird
eine Drucksteigerung die Stoffaufnahme erschweren, das zugehorige Potential r; wird

steigen. Quantitativ erhalten wir durch Stiirzen

() () Ly a0
dp Tnin; dnz pTn;

Vi bedeutet also nicht nur den Raumanspruch des i-ten Stoffes, sondern auch den

Druckkoeffizienten seines Potentials. In festen und fliissigen Materiebereichen, wo V;
nur wenig vom Druck abhéingt, steigt r; etwa linear mit p an, anders als in Gasen, wo

die 7;(p)-Kurve anndhernd logarithmisch und viel steiler verlduft (Abb. 4.11).

b) Kopplung zwischen S und n

Positives S; bedeutet, dafl gleichzeitige Entropie einzustrémen sucht, wenn der i-te

logar. - Gase
f 2 "} 5= cons
. TR e R s
5,7 kd/mol je Zehnerpotenz bei 300K a-1%410 kJd/mol

Ilnear\' K; Feststoffe

o Atomzahl
je Molekel

a-10" kJ/mol bei 10 000 bar

30|0 K

Abb. 4.11: Druck- und Temperaturabhéngigkeit von r.
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Zur Beschleunigung
Luft einblasen

Abb. 4.12: NaCl-Loslichkeit in Abhéngigkeit der Aceton-Konzentration.

Stoff in den Koérper eindringt. Eine Erhohung der Temperatur vergroflert nicht nur S|,
sondern begiinstigt damit auch die Stoffaufnahme, erniedrigt also das Potential, sofern

man keine Materie nachflieflen 18t (n; = const):

s = - =S . (4.21)
< dr pn;n; an pT'n;

S; stellt demnach neben dem Entropieanspruch des i-ten Stoffes auch den negativen

Temperaturkoeffizienten seines Potentials dar. Einen Uberblick {iber den Temperatur-
verlauf von 7 gibt Abb. 4.11. Die r(7')-Kurve beginnt mit waagerechter Tangente, sofern
der Entropieinhalt fiir T = 0 verschwindet, wie es eigentlich sein sollte, und féllt dann,
immer steiler werdend, ab, fiir Gase und Stoffe in verdiinnter Losung wegen ihres grofie-

ren Entropieinhaltes rascher als fiir reine kondensierte Substanzen.

Kopplung zwischen n; und n;

Tropft man in eine nahezu gesattigte Kochsalzlosung Aceton, dann beginnt das Salz
auszufallen, 16st sich aber nach und nach wieder, wenn das Aceton verdunstet (Abb.
4.12). Dies ist ein Beispiel fiir eine gegensinnige Kopplung zweier Stoffmengen n;, n; —
ein kleiner Bodensatz von PbCls in einem Wasserglas, der sich beim Zusatz von KNOj3
auflost (,,Einsalzeffekt*), ein Beispiel fiir gleichsinnige Kopplung. Als Ma$ fiir die Starke
der Wechselwirkung kénnen wir den Potentialanstieg des ersten Stoffes ansehen, den der
zweite verursacht, genauer: den Beiwert (dr;/ dnj)ani. Wegen der Kopplungssymmetrie
ist der umgekehrte Einfluf}, die Verdrangung des zweiten Stoffes durch den ersten, den

wir entsprechend durch (dr;/dn;)prs, zu messen haben, ebenso groff, wie man durch

r; d?“j )
— (% : (4.22)
< dnj > pTn; (dnl pTn;

Stiirzen sofort zeigen kann:

Qualitativ kann man den Umkehreffekt an unserem Beispiel leicht zeigen: Aus einer Aceton-

Wasser-Mischung im Verhaltnis 1 : 1 scheidet sich das Aceton als zweite Schicht iiber die

Losung ab, wenn man Kochsalz zusetzt (,, Aussalzeffekt).

Fiir einen Stoff, der in reiner Form als homogener Koérper vorliegt, 148t sich r als

Funktion von p und T', bezogen auf einen Vergleichswert r(pg, Tp), unschwer ermitteln, da
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Vin und Sy, hier beide recht gut mefbar sind:

D T
r=rlooTo)+ [ Vadp — [ S (4.23)

Po To
In anderen Fallen kann man sich oft dadurch helfen, dafl man einen einfacher zusammen-
gesetzten oder in seinen Eigenschaften schon bekannten Nachbarbereich untersucht, der
mit dem betrachteten Korper stofflich im Gleichgewicht steht und somit fiir die Potentiale
der fraglichen Substanzen dieselben Werte hat. So 148t sich das Wasserpotential in einer
Rohrzuckerlosung bestimmen, indem man unter Luftausschufl den reinen Wasserdampf
iiber der Losung untersucht, dessen r-Wert als der eines reinen Stoffes wiederum wie oben

berechenbar ist.

4.5 Stoffumwandlungen

Dieser Abschnitt ist den Gesetzen gewidmet, die die chemischen Umsetzungen und die

Umwandlungen der verschiedenen Zustandsformen ineinander beherrschen.

4.5.1 Umsatzbedingung

Bei unseren Uberlegungen haben wir bisher davon abgesehen, daf ein Stoff in einem
Korper nicht nur wandern, sondern sich auch chemisch umsetzen und dadurch zerstort
oder gebildet werden kann. Verschwindet durch einen solchen Vorgang eine kleine Stoff-
menge dn, dann wird zwangslaufig ihre potentielle Energie r - dn frei, soweit sie nicht als
solche in den Reaktionsprodukten aufgefangen wird. Da die entbundene Energie durch
Entropieerzeugung aufgebraucht werden kann und nicht einfach wiedergewinnbar ist, iibt
r gewissermafen einen Zwang auf den Stoff aus, sich selbst zu vernichten oder irgendwie
umzuwandeln. Die Gréfle r gewinnt dadurch gleichsam als ,,Selbstvernichtungstrieb“ eine
neue Bedeutung. Wenn nicht die Materie erhalten bleiben mifite, wiirde sie sich unter
diesem Zwang in Nichts auflésen, oder sagen wir, sie wiirde zerstrahlen. So aber erzwingt
die Zerstorung des einen Stoffes die Bildung eines anderen. Bei chemischen Umsetzungen,
wenn also Elementumwandlungen ausgeschlossen sind, kommt als weitere Einschrankung
hinzu, dafl die Mengen der beteiligten Grundstoffe ungedndert bleiben miissen, was in der
Reaktionsgleichung dadurch beriicksichtigt wird, dal die Gesamtzahl der Atome einer Art
auf beiden Seiten stets gleich sein muf3.

Geméf dieser Vorstellung sollte eine Umsetzung A — B freiwillig nur dann ablaufen,
wenn der ,, Vernichtungs-“ oder ,,Umwandlungstrieb” r4 des Ausgangsstoffes grofler als der

des Endproduktes rp ist: 74 > rp. Sind mehrere Stoffe an der Reaktion beteiligt, etwa
A+B—2C oder allgemein 1A +10As...=0 (4.24)

wobei in der Schreibweise rechts die ,,Umsatzzahlen“ v; fiir die Ausgangsstoffe negativ zu

denken sind (vp = —1, vg = —1, vc = +2), dann muf} entsprechend der ,, Vernichtungstrieb®
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der verschwindenden Substanzen zusammen grofler sein als der der entstehenden, so dafl

wir die Bedingung erwarten:
rA+71p >rg+rc bzw. wviry+wvere ... <0 . (4.25)

Im umgekehrten Fall sollte die Reaktion riickwérts getrieben werden. Da die Stoffpotentiale
von Druck, Temperatur, Zusammensetzung usw. abhéangen, ist es sehr wohl moglich, dafl
dieselbe Umsetzung je nach den Bedingungen mal in der einen, mal in der anderen Richtung
abléuft.

Um unser vermutetes Kriterium zu bestatigen, betrachten wir den begleitenden Ener-
gieumsatz. Den Fortschritt einer Reaktion beschreibt man gewohnlich durch die ,,Reakti-
onslaufzahl“ ¢, die durch die Gleichung

erklart ist, wobei An; die neugebildete Menge des i-ten Stoffes bedeutet. Falls v; negativ
ist, stellt An; einen Stoffverbrauch dar: £ = 1 mol bezeichnet den , Einheitsumsatz“, bei
dem etwa in unserem Beispiel gerade je 1 mol von A und B verbraucht und 2 mol von
C gebildet werden. Wenn die Reaktion nun um ein kleines Stiick d¢ fortschreitet und
sich damit die Stoffmengen um dn; = v;d§ &ndern, dann wird bei der Zerstérung der
Ausgangssubstanzen die potentielle Energie ra - d§ + rp - d€ entbunden, zugleich mufl
aber fiir die entstehenden Produkte der Betrag 2 - r¢ - d§ aufgebraucht werden, so daf3 der

Gesamtaufwand dW, die ,,Umsatzarbeit*,
dW = (—rpx —rp + 2r¢)d¢  oder allgemeiner dW = (vyr1 + vorg + ...)d¢ (4.27)

betragt. Aus eigenem Antrieb kann die Reaktion nur fortschreiten (d§ > 0), wenn Ener-
gie dabei freigesetzt wird, also dW negativ ist. Dazu miissen aber die Ausdriicke in den
Klammern ebenfalls negativ sein, so wie wir es anfangs vermutet hatten. Die Differenz
,Potentiale der Endstoffe — Potentiale der Ausgangsstoffe“, —ra —rg + 2rc bzw. > v; -1y
pflegt man durch das Zeichen Agr abzukiirzen, wobei das allgemeine R (R = Reaktion)
durch andere Zeichen ersetzt werden kann, wenn eine bestimmte Umsetzung gemeint ist.
—Apr stellt dann den Antrieb, die sogenannte ,, Affinitdt“ A einer Reaktion dar, A7 selbst
gewissermaflen den Riicktrieb. Den gesuchten ,,Umsatzbedingungen* konnen wir jetzt die
einfache Gestalt geben:

Aprr <0 Vorlauf,

Apr =0 Gleichgewicht, (Agr =Y viri)

Agr >0 Ricklauf.

Um die Ausbreitung eines Stoffes D zu beschreiben, kénnen wir, ohne einen Fehler
zu machen, den Nullpunkt seines Potentials willkiirlich festlegen, da fiir den Flufl von D
nur die Unterschiede Arp maflgeblich sind. Das ist fiir viele Rechnungen angenehm und

bequem. Sobald wir aber chemische Umsetzungen einbeziehen, haben wir diese Freiheit
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blo} noch fiir die Elemente. Alle {ibrigen Substanzen lassen sich ja als Verbindungen der

Grundstoffe aus diesen zusammensetzen:
aA+bB+cC... = ABCe... . (4.28)

Bei der Bildung aus den Elementen, die in irgendeinem Normzustand (°) vorliegen mogen,

wird die Arbeit

Wi = rVerb, — ary — brg — cr¢... = Apr (4.29)

verbraucht. gibt man das Potential r; der Grundstoffe vor und mifit dW = Apr, dann ist
TVerb. = Apr +arj + brg + ... festgelegt und nicht mehr frei wihlbar. Da sich umgekehrt
bei Affinitédtsberechnungen die Glieder ary + brp + ... stets herausheben, was man sich am
besten an einem Beispiel klarmacht, konnen wir {iber die r°-Werte nach Belieben verfiigen.
Der Potentialunterschied Apr der reinen Substanz bei 1.013 bar und 298 K gegentiiber den
reinen, in stabiler kompakter Form unter denselben Druck- und Temperaturbedingungen
vorliegenden Elementen ist fiir viele Stoffe (als ,,Standardwert der freien Bildungsenthal-
pie“) tabelliert. Setzt man die r°-Werte der Grundstoffe gleich Null, dann kann man die
Grofen Agr mit den Stoffpotentialen r identifizieren, was Schreibweise und Uberlegungen
vereinfacht. Diese Moglichkeit entfallt, sobald man Umwandlungen der Elemente zulafit,

weil es dann ja auch auf die Potentialunterschiede zwischen diesen ankommt.

4.5.2 Kopplung von V, S und ¢

Denken wir uns jetzt einen verschiedene Stoffe A; enthaltenden, gleich- oder ungleichférmi-
gen Materiebereich, der vedichtet und erwarmt werden kann und in dessen Innern eine Re-
aktion Y 1;A; = 0 ablauft. Die Wirkung einer solchen Umsetzung ist letztlich die gleiche
wie die eines Stoffaustausches mit der Umgebung, nur dal die n; nicht mehr unabhéngig
voneinander, sondern durch die Laufzahl £ fest miteinander verkniipft sind: dn; = v; - d€.
Die Hauptgleichung des Korpers erhalt infolge dieser Verkettung wegen Ar = —A die
Gestalt

dE = —pdV + TdS + " ridn; = (—p)dV + TdS + (—A)d¢ . (4.30)

Aufgrund dieser Beziehung koénnen wir S, V und £ als elastisch gekoppelt betrachten.
Ein Teil der denkbaren Haupt- und Nebenmafle ist uns bereits bekannt, wie zum Beispiel
die GroBe (dS/dT)pe, die die gewohnliche Entropiekapazitét C” darstellt, da der Index
& nichts anderes bedeutet, als dafl der Kérper sich stofflich nicht verdndern soll. Ande-
re Mafe kénnen wir leicht berechnen, so etwa (dV/d€),r und (dS/d€),r, die die Ande-
rung des Volumens und Entropievorrates wahrend der Umsetzung beschreiben, indem wir
V(p, T,n1(§),n2(£)...) und den entsprechenden Ausdruck fiir S nach der Kettenregel ab-

leiten:

dv av d dav d
<> = <> cam + <> e +...=Viry+ Voo + ... . (431)
d€ ) ,r dny pTn; d§ dng Ty d¢
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Dieses Ergebnis 148t sich in folgender Form zusammenfassen:

df pT d€ pT

Hier haben wir wieder, um die Schreibweise abzukiirzen, das Zeichen Ag verwendet. Durch

Stirzen erhalten wir ferner:

dA dv dA ds
haink - _ (2= = _ApV : —_ =(— = AgrS . 4.33
(dP>T§ <df>pT m <dT>p§ <d§>pT f ( )

Aus diesen Gleichungen sehen wir, was wir uns aufgrund der Kopplungsvorstellung an-
schaulich hatten iiberlegen konnen: Falls der Raum- oder Entropieinhalt wahrend der
Reaktion wéchst (AgV > 0, ArS > 0), dann wird sie behindert, das heifit ihr Antrieb A
geschwécht, wenn man die Ausdehnung oder die Entropieaufnahme erschwert, indem man
den Druck steigert bzw. die Temperatur auflen senkt.

Denken wir uns die Reaktion im Gleichgewicht (A=0). Soll dann trotz einer Tempe-
ratursteigerung die Umsetzung verhindert und das Gleichgewicht gewahrt bleiben, dann
muf zugleich der Druck gehoben werden. Quantitativ ergibt sich folgender Zusammenhang
zwischen p und T' (verallgemeinerte [CLAUSIUS-]CLAPEYRONsche Gleichung, Rechengang:
Riickschneiden auf p, T', &):

() - e (#),  as

dT ) 4e (@) B (ﬂ) ARV
dp T¢ dg pT
ARS - d¢ beschreibt den Zuwachs des Entropieinhaltes, wihrend die Reaktion (bei fe-

stem p und T') um d¢ fortschreitet. Die gesamte hierbei aus der Umgebung aufgenommene

(4.34)

Entropiemenge S’ - d€ ist aber geringer, weil daneben durch Verschleif§ der entbundenen
Umsatzarbeit dWW = —A - d¢ die Entropie |[dW/T| entsteht und dieser Betrag daher von
ARS - d§ abzuziehen ist. Bezogen auf den Einheitsumsatz betrigt die gesamte Entropie-
aufnahme:

A

S" = AgrS — T (4.35)

T -S" oder —T - S stellt die Reaktionswiarme® bzw. Warmetonung® im herkdmmlichen
Sinne dar, eine aus zwei ihrer Herkunft nach vollig verschiedenen Anteilen gebildete und
daher nur wenig charakteristische Grofle. Sie galt frither als Mafl fiir die Triebkraft ei-
ner Umsetzung. Dafl der Fehler nicht sofort auffiel, liegt daran, dafl das Glied T - ArS
meist erheblich kleiner ist als A und damit die Warmeténung® tatséchlich ungefahr mit A
iibereinstimmt.

Wiéhrend wir die Arbeitskoordinaten S und V in gewissen Grenzen willkiirlich einstel-
len konnen, fehlt uns fiir die Anderung von € eine entsprechende Handhabe. Eine Ausnah-
me bilden die galvanischen Zellen, in denen der Ladungsdurchsatz @) mit der Laufzahl £
einer im Innern stattfindenden Umsetzung starr verkniipft ist wie das Volumen V' eines
Arbeitszylinders mit der Stellung ! des Kolbens (Abb. 4.13). Die Affinitdt A macht sich

dann als elektrische Spannung U zwischen den Klemmen bemerkbar — wie der Durck p im
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E=aq A=Ul V=ol p=Fla r

q
. 4

iy

~—a P 4 ~ :[ I
AdE = Udg vdp = Fdi Ty Te T
Abb. 4.13: Galvanische Zelle und Kolben. Abb. 4.14: r(p, T')-Diagramm.

Zylinder als Kraft F' auf die Kolbenstange — und 148t sich auf diese Weise in Abhéngigkeit
von p, T und & leicht messen, sofern man den konstanten Proportionalitéatsfaktor zwischen
Q@ und & kennt.

4.5.3 Umwandlungen

Unter diesem Stichwort wollen wir die Ubergéinge eines Stoffes von einer Zustandsform in
eine andere verstehen, gewissermaflen die Umsetzungen einer einzigen Substanz. Wir be-
schrinken uns hierbei darauf, den Einflufl des Druckes und der Temperatur zu betrachten.
Fiir jeden Aggregatzustand und jede Modifikation eines Stoffes hat r(p,T’) einen etwas
anderen Verlauf (Abb. 4.14, ausgezogene Kurven). Besténdig ist jeweils diejenige Form mit
dem geringsten Potential, also die ,,energiedrmste* Form, um eine landlaufige Bezeichnung
zu benutzen. Im dargestellten Beispiel ist unterhalb Ty die Modifikation I stabil und
oberhalb die Modifikation II, wahrend die dritte Form tiberhaupt nicht existieren sollte.
Dennoch kann es vorkommen, daf sie zum Beispiel durch eine chemische Umsetzung zuerst
entsteht, wenn ihre Bildungsgeschwindigkeit bei diesem Vorgang grofier ist als die ihrer
Konkurrenten. sie geht dann aber mehr oder weniger schnell in die , energiedrmeren®,
stabilen Formen iiber, deren Bildung sie wegen ihres gréfleren Potentials erzwingt.
Die Lage des Umwandlungspunktes bei einem bestimmten Druck ist durch die Glei-
chung
T =TI (4.36)

gegeben. Bei dieser Temperatur wird das Gefiige der Modifikation I unbestandig und klappt
in das von II iiber. Dieser Ubergang ist mit einer sprunghaften Anderung der Eigenschaften
verbunden. Entropieinhalt und im allgemeinen auch das Volumen nehmen zu (Abb. 4.15
links, gestrichelte Kurve). Beim Schmelzvorgang, den wir hier ohne weiteres einreihen
konnen, betrdgt der Entropiesprung zum Beipiel fiir einatomige Stoffe etwa 10 J/K je
mol (RicHARDsche Regel) und der Volumensprung im Mittel 3%. Um bei 1 bar 1 mol
eines Stoffes zu verdampfen, benétigt man etwa die Entropiemenge von 100 J/K (P1CTET-
TROUTONsche Regel).

Die Entropiekapazitét C), = (dSy,/dT"), entartet am Umwandlungspunkt. Es tritt eine
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Sm a Atomzahl I C
je Molekel /
I
/ M Grenzkurve a-w)
‘ ‘—E- 35 J/(K-mol)
/ bei T=©
LT T IS T

Abb. 4.15: Entropiegehalt und Entropiekapazitat.

Unendlichkeitsstelle auf (vgl. Abb. 4.15 rechts, gestrichelte Kurve). Die Kurven beginnen
sonst bei 0 oder etwas dariiber und steigen dann etwa ~ T2 an (DEBYEsches Gesetz).
Der Hochstwert wird bei einfach gebauten Feststoffen ungefdhr bei 0/4 erreicht, wobei 6
die DEBYEsche charakteristische Temperatur ist, die etwa zwischen 100 und 500 K liegt.
Nach hoheren Temperaturen hin nahern sich die Entropiekapazititen einer hyperbolischen
Grenzkurve, die im wesentlichen nur von der Zahl der Atome und nicht von ihrer Art oder
ihrem Bindungszustand abhéngt (Regel von DULONG-PETIT und KOPP-NEUMANN).

Da eine Drucksteigerung das chemische Potential verandert, kann sich auch die Um-
wandlungstemperatur verschieben. Herrschte am Anfang Gleichgewicht, war also r; = ryy,
dann ist nach einem Druckanstieg um dp, der einen unterschiedlichen Potentialzuwachs
von Vi -dp bzw. Vi - dp verursacht, auch die Temperatur, etwa um d7, zu dndern, um die

Potentialgleichheit wieder herzustellen:
rr+ Vidp — SidT = rip + Vipdp — SppdT . (4.37)

Daraus folgt sofort 0 = A,V -dp — Ay,S - dT oder

ar, _ AV
dp  A,S

[CLAUSIUS-|CLAYPERONsche Gleichung. (4.38)

4.5.4 )\-["Jbergéinge

Der Ubergang von einer materiellen Struktur eines Stoffes in eine andere bei einer Tempe-
ratursteigerung geht nicht immer sprunghaft vonstatten, sondern kiindigt sich manchmal
lange im voraus an. Die S,,-Kurve zeigt dann keinen Sprung, sondern steilt langsam bis
fast zur Senkrechten auf und geht dann mit einem Knick bei der Temperatur T, dem
CURIE-Punkt der Umwandlung, in die S,,-Kurve der zweiten Modifikation iiber. Die C/, -
Kurve, die man durch Ableitung aus der S,,-Kurve erhilt, zeigt einen A-férmigen Verlauf,
der der ganzen Erscheinung den Namen gegeben hat. Diese Art der Umwandlung tritt auf,

wenn zwischen den beiden Modifikationen stabile Ubergangformen bestehen, die ein noch
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S w=oN
Ny

Abb. 4.16: Aufteilen eines Korpers.

niedrigeres Potential besitzen als die beiden Grundformen (Abb. 4.14 und 4.15, gepunktete
Kurven.

Bei einer normalen Umwandlung, z.B. dem Ubergang eines kubisch-raumzentrierten
in ein kubisch-flichenzentriertes Gitter, sind alle denkbaren Zwischenzustéande ,energie-
reicher und daher unbestéindig, so dafl am Umwandlungspunkt die eine Struktur in die
andere iiberspringt.

A-Uberginge findet man bei dem Verschwinden von Uberstrukturen oder beim Ferro-
magnetismus am CURIE-Punkt. Die anfangliche strenge Ordnung der Bausteine 16st sich
mit steigender Temperatur erst langsam, dann immer rascher auf, weil die richtenden
Kréfte durch die wachsende Unordnung noch zusétzlich geschwéacht werden, und bricht

am CURIE-Punkt vollends zusammen.

4.6 Homogene Bereiche

Materielle Korper haben eine bemerkenswerte und folgenreiche Eigenschaft. Sie lassen
sich erfahrungsgemésf bei einiger Vorsicht(!) in Teilstiicke aufspalten und aus diesen wieder
zusammenfiigen (Abb. 4.16), ohne daf} dafiir ein nennenswerter Betrag an Arbeit notwenig
wére. Wir sehen dabei von einem geringfiigigen, fiir die Bildung der neuen Oberfliche
notwendigen Anteil und der nur bei Riesenkorpern wie der Erde wesentlichen Schwerkraft
sowie irgendwelchen dufleren Feldern ab. Dafl diese Eigenheit nicht selbstverstandlich ist,
erkennen wir daran, dafl eine Ladungsanhdufung und damit auch geladene Gegenstéande
sie nicht besitzen. Vergroflert man nun bei homogenen, aus einem anderen oder mehreren
Stoffen A; gebildeten Korper alle Substanzmengen n;, die Entropie S und das Volumen V'
um denselben Faktor a, dann mufl auch dessen Energie E auf das a-fache anwachsen, da
wir uns den vergroflerten Bereich aus a vollig gleichen und somit jeweils dieselbe Energie
FE enthaltenden Teilen aufwandslos zusammengefiigt denken konnen. Formal koénnen wir

diesen Sachverhalt durch die Gleichung ausdriicken:
E(aV,aS,any,ans,...) = aE(V,S,ny,ne,...) . (4.39)

Um die Folgen dieser Beziehung leichter beschreiben zu kénnen, ist es vorteilhaft, unser

mathematisches Riistzeug zu erweitern.
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4.6.1 Grad einer Grofie

Funktionen mit der Eigenschaft, dafl sich ein in allen Argumenten vorkommender gemein-

samer Faktor a in der g-ten Potenz ,ausklammern® 1af3t,

flazi,axs,...) = a? f(x1, x9,...) (4.40)

nennt man homogen vom Grade g. In diesem Sinne sind zum Beispiel f(z,y) = 22+ 3zy-+y>
und f(z,y) = 1/x+1/y homogen vom Grade 2 (lauter quadratische Glieder) bzw. —1 (weil
é—I—a—Iy =a ! (i—l—%) ist), wihrend unsere oben erwéhnte Energiefunktion , linear homogen*
ist (g =1).

Betrachten wir nun ein elastisches System mit den Arbeitskoordinaten x1, x2, ... 2, und
eine Reihe von Groflen y, z ..., die von den x; abhingen. Obwohl es sich im folgenden um
rein mathematische Zusammenhénge handelt, wollen wir eine physikalische Sprechweise
wéhlen, um dem mathematisch Ungetlibten die spétere Anwendung zu erleichtern. Wenn
nun fiir eine GroBe y = f(x...x,,) die Funktion f homogen vom Grade g ist, sei kurz
gesagt, dafl y selbst den Grad g hat. Da sich jedes der x; ver-a-facht, falls man alle x mit
a multipliziert, ist fiir die x; selber g = 1.

Neben z7 ... z, ist es oft vorteilhaft, andere Groflen z; ... z,, die die Grade g1 ... gn
haben mogen, als unabhangige Veranderliche zu verwenden. Eine beliebige Variable y =
h(z1...x,) mit dem Grad g kann dann auch in der Form y = F'(2;...22) geschrieben werden,

in der aber F' keine homogene Funktion zu sein braucht.

Statt dessen gilt die bemerkenswerte Beziehung — wer sich nicht fiir die Herleitung
der aufzustellenden Regeln interessiert, kann die im folgenden eingeriickten Textstellen
iiberschlagen — :

F(a%%z,....a%zy,) =a% - F(z1,...,2n) . ((+))

Um das nachzuweisen, brauchen wir nur die z; durch die z; auszudriicken, z; = fi(x1...z,)

und zu beachten, dafl die Funktionen f; und h homogen sein sollten:

F(a% z...a%z,) = F(fi(axy...axy)...fn(ar:...axy,))

= h(axi...axy,) = a? - h(z1..20p) = a? - F(21...2,) (4.41)

Den Grad einer Grofe, die aus mehreren anderen zusammengesetzt ist, kann man nach
den folgenden, den Potenzgesetzen dhnlichen, meist sofort einsehbaren Regeln ermitteln.
Wenn u, v, w den Grad s, s, t haben, dann besitzen u+v, u-w, u/w den Grad s, s+t, s—t.
Konstanten haben den Grad 0, und die Ableitung (dy/dz;)., hat den Grad des Quotienten

Y/ z.

Um die letzte Aussage einzusehen, leiten wir die fiir y = F'(z1...z,,) geltende Gleichung
(4+) nach z; und teilen gleichzeitig beide Seiten durch a¥%. Dann entsteht, indem wir
kiirzer I statt (dF'/dz;)., schreiben:

Fi(a% zy...a%"zp) = o979 - Fi(21...2n) (4.42)
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Driickt man schlieflich die z; wieder durch f(z;...z,) aus, dann erkennt man, dafl F;

wie behauptet, den Grad g — g; hat.

Angewandt auf unseren homogenen Korper, heifit dies, dal neben E auch V, S, n;, m
usw., kurz alle ,mengenproportionalen* (mit Raum-, Entropie-, Stoff-Mengen proportional
anwachsenden) Groflen vom 1. Grade sind, wéhrend den zu den Arbeitskoordinaten z;
gehérenden Kriften y; = (dE/dx;);. der Grad 0 zukommt, sie also ,, mengenunabhingig®
sind.

Die letzte Aussage ist das eigentlich Wesentliche. Sie bedeutet, dafl Druck, Temperatur
und Stoffpotentiale nur von dem Verhéaltnis von S, V' und den n; abhangen. Selbt wenn man
den betrachteten Bereich nahezu auf einen Punkt zusammenzieht, und die Beschaffenheit
des Korpers auflerhalb beliebig andert, bleiben p, T und r; an der ins Auge gefafiten Stelle
fest, sofern nur dieses Verhaltnis dort gewahrt bleibt. Das elektrische Potential verhélt
sich hier vollig anders, indem sein Wert nicht nur durch den ortlichen Zustand festgelegt,
sondern auch von entfernteren Ladungen mitbestimmt wird.

Es liegt daher nahe, von der Gestalt und Grofie eines Bereiches tiberhaupt abzusehen
und Mafle fiir die ortliche Zusammensetzung der Materie einzufithren, sowie p, T', r; als
Funktion dieser Verénderlichen auszudriicken. Am gebrauchlichsten ist es, V', S, n;, aber
auch F und andere mengenproportionale Grofien eines kleinen Teilstiickes, auf das Volu-
men oder auf die Gesamtmenge aller Stoffe n = ) n; dieses Ausschnittes zu beziehen,
wobei man im ersten Fall die Entropiedichte cg, die Energiedichte cg, ... und die Konzen-
tration (,Stoffdichten®) ¢; der einzelnen Substanzen erhalt, dagegen das mittlere (molare)
Volumen V, die mittlere (molare) Entropie S, ... und die Mengen- oder Molenbriiche x;

der Stoffe im zweiten Fall:

(V_1> S—c ni—c
— = 5 - =C§ , 7217
“; SV v (4.43)
—EV, —E?, @Exz
n n n

Alle neu eingefiithrten Gréfien haben iibrigens den Grad 0. Zu beachten ist, dafl die Summe
samtlicher z; stets gleich 1 sein muf}, so dal sie nicht alle willkiirlich gewahlt werden
konnen. Die Zahl der unabhéngigen Verénderlichen vermindert sich also in beiden Fallen

um eins.

4.6.2 Zergliederung einer Grofle

Eine Verénderliche y = F'(z;...2,) g-ten Grades laft sich in bestimmter Weise in einzelne

Glieder aufspalten:

dy dy
Ly = =7 ot gz [ 2 . 4.44
gy glzl<dz1>zﬁ+ + gnz (dzn)zﬁ (4.44)

Wir wollen davon sprechen, wenn wir diesen Rechenschritt tun, dal wir ,,y nach den z;

zergliedern®.
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Zur Herleitung der Beziehung braucht man nur die in der Gleichung (+) links und rechts
des Gleichheitszeichens stehenden Ausdriicke geméaf der Kettenregel nach a abzuleiten,

indem man sie als Funktionen der Veranderlichen a auffalit und spater a = 1 setzt:

Zgiziag"_l cFi(a%'z1..a9" z,) = ga?d™t. F(z1..zn) . (4.45)

Zerlegt man zum Beispiel gemafl der obigen Formel das Volumen V (p, T, ni,ns...) un-

seres homogenen Korpers, dann entsteht:

dV dv
= s )OS 4.4
V=0+0+m <dn1)+n2<dn2) > nVi (4.46)

Ein ganz entsprechendes Ergebnis finden wir fiir die Entropie .S und selbstversténdlich auch
fiir die Energie, Masse und andere mengenproportionale Gréflen, wenn wir nach denselben

Veranderlichen zergliedern:

V:an‘/; 5 S:ansz s m:ZniMi yaee (4.47)

Die Gleichungen bedeuten nichts anderes, als dafl der gesamte Raum,- Entropie-, Mas-
seninhalt usw. des Korpers sich additiv aus den Raum-, Entropie-, Massenanspriichen
usw. aller seiner stofflichen Bestandteile zusammensetzt. Besteht der Korper nur aus einer

einzigen Substanz, dann gilt:
V=nV,, S =nS,, m=nMp ,.. . (4.48)

Diese Beziehungen hatten wir vorgreifend schon im Abschnitt 4.4.1 erwahnt.

Eine bemerkenswerte Formel entsteht bei der Zergliederung von E nach V', S, ny, no

dE dE dE dE
E=V <) +5 <> +n1 <> +n2 () o, (4.49)
av Snina... ds Vnina... dnl VSna... dn2 VSnjy...

das heifit
E=—pV+TS+rn +rono... . (4.50)

Die Gesamtenergie erscheint hier gleichsam zerlegt in Volumen-, Entropie- und verschie-
dene Stoffanteile. Bildet man das Differential d(F — E), indem man vorher das erste FE wie
oben aufgegliedert und zur Berechnung des zweiten dE auf die Hauptgleichung zuriick-
greift, dann erhélt man die sogenannte GIBBS-DUHEMsche Beziehung, in der die Arbeits-

koordinaten und Kréfte gleichsam die Rollen vertauscht haben:

d(E — E)=—-Vdp+ SdT + nidry + nedrag +...=0 . (4.51)
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4.6.3 Einsparung an Beiwerten

Die Zahl (n+1)n/2 der fiir die vollstandige Beschreibung eines n-stelligen Systems notwen-
digen Beiwerte vermindert sich bei einem System, in dem die Energie eine linear homogene
Funktion der Arbeitskoordinaten ist, um n. Wir wollen diese Aussage nicht nachweisen,
sondern nur am Beispiel eines aus zwei Stoffen bestehenden, gleichformigen Bereiches zei-

gen (n = 4). Ausgehend von der Hauptgleichung
dE = —pdV +TdS + ridny + rodng (4.52)

stellen wir alle Ableitungen der Hauptgrofien mit p, T', nq, no als unabhéngige Veradnder-

liche zusammen:

Auf die unterhalb der schrigen Geraden liegenden Beiwerte konnen wir aufgrund der
Stiirzregel verzichten. Die in der letzten Spalte stehenden sind entbehrlich, weil sie sich aus
den Zergliederungen von V', S, r1, ro nach p, T, ny, no ergeben, wenn man die Gleichungen

nach den gesuchten Groflen auflost:

dv dV dT‘l d?”l
V:nl —_— —|—n2 —_— g eeey 0:n1 — +7’Z2 - y o
dnq oTns dno oI dnq »Tns dno oTny

(4.53)

4.7 Grenzgesetze fiur grofle Verdiinnung

Wenn man einem Gegenstand seine ganze Entropie entzieht, sinkt die Temperatur auf 0.
Wie verhalt sich im Vergleich dazu das Stoffpotential einer Substanz in einem Korper,
wenn man ihre Menge im Innern laufend vermindert? Es zeigt sich, daf hier ein allgemei-
nes, von der Art des Stoffes unabhéngiges Gesetz gilt. Von diesem Gesetz kann man zur

Beschreibung verdiinnter Gase und Losungen ausgehen.

4.7.1 Grenzgesetz fiir die Stoffpotentiale

Wir wissen bereits, dafl mit abnehmender Menge eines in einem Korper verteilten Stof-

fes das zugehorige Potential fillt. Der Abfall ist anfangs unregelméflig, nahert sich aber
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mit steigender Verdiinnung immer mehr einem gesetzméafligen Verlauf: Wird n um eine
Zehnerpotenz erniedrigt, dann sinkt r um stets denselben Betrag, ganz gleich, welchen
Stoff in welchem Korper wir betrachten (Abb. 4.17). In einer Darstellung mit logarithmi-
schem Mafistab fiir n laufen alle r(n)-Kurven nach kleinen n hin in parallele Geraden aus.
Die Steigung der Grenzgeraden héngt allein von der Temperatur ab und ist dieser streng
proportional, wahrend die Ordinatenabschnitte von Zusammensetzung und Zustand des
Korpers und der Art des Stoffes beeinfluit werden. Wir konnen daher fir die Potentiale

ganz allgemein ansetzen:

r=rg+RT-In—- (4.54)
no

Dabei ist ng ein beliebiger Bezugswert, R eine universelle, fiir dieses Gebiet charakteristi-

sche Konstante mit dem Wert
R =8.314 J/(K - mol) (4.55)

und 7o ein Glied, das zwar noch von n abhéngt, aber im Gegensatz zum zweiten Sum-
manden fiir endliche Systeme, in denen das Volumen nicht verschwindet und wie auch alle
Stoffmengen nicht beliebig grofl wird, stets endlich bleibt.

Als Sonderfall des obigen Gesetzes konnen wir die Aussage r — —oo genau fiir n —
0 fir endliche Systeme, T' > 0 werten, die stark an das Grenzgesetz fiir die Entropie bei
Annsherung an den absoluten Nullpunkt erinnert (vgl. Abschn. 2.4.). Hier gelten auch
ganz ahnliche Ausnahmen wie damals. Wenn némlich ein Stoff zu unbeweglich ist, dann
wird er aus einem Korper nicht abgegeben, bleibt also ,,eingeschlossen®, selbst wenn das
Potential auflen beliebig tief abfallt. Der Wert im Innern wird dann — ebensowenig wie die
Temperatur bei Entropieeinschliissen — bei einer Messung nicht erfafit.

Da wir haufig Ableitungen der Grofle r zu betrachten haben, seien sie kurz erortert.

Die wichtigste von ihnen ist die nach n unter irgendeiner Nebenbedingung a,
d d RT
<T) = <r°> += (4.56)
dn /. dn ), n

r
r ]

/”—
—l p, T, Ubrige n konstant

Steigung RT,

nd100  ny10  ny/t

0 Mo n -6 -4 -2 0 In(niny)

Abb. 4.17: r(n) und r(In(n/ng)).
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Fiir kleine n ist das erste Glied vernachlassigbar gegeniiber dem schnell wachsenden zwei-

ten. Die Ableitung nach T,
dr drg n
— | === -In — 4.
(i), = (&) oy 43

stellt ja den Entropieanspruch S, eines Stoffes im Koérper dar, sofern Druck und Stoff-
mengen festgehalten werden, a = (p,n,n’...). Wegen des zweiten Summanden wichst S,
mit steigender Verdiinnung zwar langsam, aber doch sicher iiber alle Grenzen. Da 1y un-
ter den oben genannten Bedingungen endlich bleibt, konnen wir dasselbe auch von allen
Ableitungen erwarten. Zwar gibt es Falle, wo (dro/dn) fir n — 0 unbeschrénkt zunimmt,

jedoch ist der Anstieg stets so langsam, dafl er gegen RT /n nicht ins Gewicht fallt.

4.7.2 Eigenschaften verdiinnter Gase

Fiir den Gaszustand der Materie lassen sich aus dem erwéhnten Grenzgesetz eine Reihe
von Eigenschaften herleiten, von denen wir einige kurz besprechen wollen. Betrachten
wir hierzu einen Raumbereich V', in dem geringe Mengen n; eines oder mehrerer Stoffe A;
gleichméfig verteilt sind, also eine Mischung verdiinnter Gase. Als Hauptgleichung kénnen
wir ansetzen:

dE = —pdV +TdS + ridny + rodno + ... . (4.58)

Fiigt man nun eine kleine Menge dn; eines der Stoffe bei festem V' und gleichbleibender
Temperatur 7' hinzu, dann wird der Druck p im Innern wachsen, und zwar um dp =

(dp/ dni)VTn% - dn;, wobei die Ableitung den konstanten Wert

dp dr; n; ( dr; RT
= = = — ~ — 4.59
< dnz > VTng < av ) Tn.m; EJ: 14 <dnJ >an§ 14 ( )

hat. Den Rechengang miissen wir noch erlautern. Der erste Differentialquotient wurde

gestiirzt, der zweite mit Hilfe der Zergliederung von r; nach T, V, n1, na ...

dr; dr; dr;
0O-r, =V | — +n +n + ... 4.60
<dv ) Tnin; ' <dn1 ) VTn; ? (dn? ) VTns ( )

umgerechnet, was wir ja diirfen, weil der Kérper homogen ist. Um die Ableitungen hinter

dem Summenzeichen zu berechen, setzen wir r; = r;o + RT In(n;/ng) und erhalten dann

fir

. . dri dT‘Z'Q RT . B dT‘Z' dTiO
J=u: dn: ~\an, T JF: dn; ~ \dn;
i ) vin, i / vin, Ny 1 VTn; U VT

(4.61)

Fiir kleine n; iibertrifft das Glied RT'/n; alle {ibrigen bei weitem, so dal man nur dieses

Glied zu beriticksichtigen braucht, wie es oben auch geschehen ist.
Denken wir uns den Raum zun#chst vollig leer — den Druck im Innern kénnen wir

dann als null annehmen — und fiigen der Reihe nach die Stoffmengen ny , ns ... hinzu,
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dann steigt p jedesmal um n; RT/V, so daf der Druck am Ende p = (n; +na+...)- RT/V

betrigt. Kiirzen wir die Klammer mit n ab, dann gilt:
pV =n-RT . (4.62)

Das ist das sogenannte allgemeine oder ideale Gasgesetz, die einzelnen Druckglieder p; =
n; - RT/V sind die ,, Teildriicke* der einzelnen Gasbestandteile. Da R durch dieses Gesetz
zum ersten Mal bekannt geworden ist, ist der iibliche Name ,allgemeine Gaskonstante®
verstandlich. Das Gesetz gilt nur fiir Gase geringer Dichte, kann aber fiir Naherungsbe-
rechnungen immer mit Vorteil herangezogen werden. Es ist vollig unabhéngig von der Art
der beteiligten Stoffe. So beansprucht etwa 1 mol einer beliebigen Substanz das gleichblei-
bende Volumen V; = (dV/dn;)yrn, = RT/p, das unter Zimmerbedingungen 24 1 ausmacht.
In Abb. 3.12 ist die V(p, T')-Flache dargestellt.

Nicht ganz so vollstindige Auskunft wie {iber das Volumen erhalten wir iiber den
Entropieinhalt. Um das Bild abzurunden, miissen wir aus anderen Quellen schopfen. Wir
beschranken uns hierbei auf einen reinen Stoff. Als Erfahrungstatsache nehmen wir hin-
zu, dafl die Entropiekapazitaten C fiir verdiinnte Gase, deren Molekeln nur aus wenigen
Atomen bestehen, bei mittleren Temperaturen proportional 1/7T verlaufen, bzw. daf die T'
mal grofleren Warmekapazitaten® C' anndhernd konstant sind. Bei einatomigen Molekeln
%%, bei mehratomigen %% wenn die Bausteine auf einer
Geraden liegen, und %% wenn die Atomanordnung gewinkelt ist. C{, ist stets um n - R/T

kleiner als C’:

betragt C’, bezogen auf 1 mol

R

! !

= n— 4.
C'—Cy=n , (4.63)

was wir sofort durch Riickschneiden auf p, T', n nachrechnen konnen, wenn wir das Gas-

gesetz V' = n - RT/p zu Hilfe nehmen:

n 2
(ﬁ)m - (g.g)vﬂ - (Cciii)m' <$>Vn == éf;m = Ej;)) . (464)
P/ Tn p

Wenn der Entropieinhalt in einem Bezugszustand (po, 1) gegeben ist, kann man ihn

leicht auf andere p- und T-Werte umrechnen, da

ds ds av C nR,  C
dS=(-—) dp+|-m]) dT=- () dp+-dl=——dp+—-dT (4

ist und durch Intergation folgt, falls C' konstant ist:

T
S=S-R-mZ+C m— . (4.66)
Po T
Einen Uberblick iiber die S(p, T)-Flache gibt Abb. 3.13.
Die Energie ' diinner Gase hingt bei gegebener Temperatur nicht vom Volumen und

damit auch nicht vom Druck ab. Wenn wir ndmlich die Hauptgleichung bei festem 7" und
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festen n; nach V ableiten (durch dV teilen) und beachten, dafl wegen des Gasgesetzes
(dp/dT)y,, = p/T ist, entsteht:

dE ds dp

Da wir mit V;;; und —S,,, den Druck- und Temperaturkoeffizienten von r kennen, 143t
sich r(p, T') von einem Bezugszustand ry aus berechnen. Fiir die Druckabhéngigkeit erhal-

ten wir zum Beispiel wegen V;,, = RT'/p den einfachen Ausdruck

P
r:ro—i—/ dep:r0+RT~ln£ . (4.68)
Po pO

4.7.3 Stoffpotential in Mischungen

Als Idealfall fiir den Verlauf des Potentials r eines Stoffes in einer homogenen Mischung

wird folgendes Verhalten angesehen:
r=r°+RT -Inx (4.69)

(x = Molenbruch, r° = Potential des reinen Stoffes). Da fiir kleine = der Molenbruch der
Stoffmenge proportional ist, widerspricht der angenommene Verlauf nicht dem Grenzgesetz
fiir 7. Abweichungen von diesem Verhalten werden durch endliche Korrekturfaktoren oder

Zusatzglieder beriicksichtigt.
r=7°+RT-In(fr) oder r=7r"+RT -Inv+r" . (4.70)

a = [ -x ist die sogenannte Aktivitdt, gewissermaflien der wirksame Mengenanteil eines
Stoffes, f der Aktivititskoeffizient r™ und das Zusatzpotential .

Den Raum- und Entropiebedarf eines Stoffes in einer Mischung kann man, wie wir
wissen, durch Ableiten von r nach p und T bei fester Zusammensetzung erhalten. Wenn
wir von der rechten Darstellung von r ausgehen und die Ableitungen der Glieder r° und

rT sinngemif abkiirzen, entsteht
Vi=Vo+Vt,  S,=8,-R-lnz+S} . (4.71)

Mischt man mehrere Stoffe A; mit den Mengen n;, dann haben Volumen und Entropie vor
der Vereinigung zusammen den Wert > n; - V,° bzw. > n;Sy und nachher ) n; - V; bzw.
> n; - S;. Die Unterschiede, das ,Mischungsvolumen®“ Aj;V und die ,,Mischungsentropie*
A S sind dann

AMV:ZTM‘/;_, AMS:ZHZS;'_—RZHZIH.TZ . (4.72)

Bei Stoffen, die, wie etwa verdiinnte Gase, verschiedene Isotope eines Elementes, leich-

tes und schweres Wasser, in gegenseitiger Losung der Idealkurve folgen, bei denen also das
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Abb. 4.18: Grofie Verdiinnung, die r(z)-Kurve.

Zusatzpotential r* und damit auch ,,Zusatzvolumen® und ,-entropie* , V* und ST und
verschwinden, dndert sich beim Mischen weder das Volumen, noch versuchen sie Entropie
aus der Umgebung aufzunehmen oder nach dorthin abzugeben; ihre Temperatur bleibt
konstant, genauso, als ob man verschiedene Teile desselben Stoffes vereinigte. Aus diesem
Grunde pflegt man solche Mischungen als ,ideal“ zu bezeichnen. In der Tat wird Ay, V =
0, nicht aber Ay;S, denn das wegen x; < 1 stets positive Glied —R-» n;-In x; bleibt beste-
hen. Der gesamte Entropiebedarf ist grofier geworden, so dafl die Mischung sich abkiihlen
miiite, wenn keine Entropie von auflen nachstromen kann. Daf3 dies trotzdem nicht der
Fall ist, liegt daran, dafl beim Mischen durch den Potentialfall der Stoffe Energie entbun-
den wird und dabei gerade soviel Entropie entsteht, dafl der Fehlbetrag ausgeglichen wird.
Die Verlustarbeit W, ergibt sich einfach aus dem Unterschied der potentiellen Energie der
Stoffe vor und nach der Vereinigung, die entstandene Entropie S, aus dem Quotienten
W, /T
WU:Zni(rf—ri):—ZniRT-lnxi , Se:—R'Znilnxi . (4.73)
Das Potential in Abhéngigkeit von x zeigt Abb. 4.18. Der Kurvenverlauf ist besonders
in der Nahe der Punkte £ = 0 und = 1 bemerkenswert. Untersucht man das Verhalten
eines Stoffes bei starker Verdiinnung, dann fallt die Anderung von rt gegeniiber dem gegen

—oo strebenden Glied RT -1In z nicht ins Gewicht. Man kann dann »+ durch den konstanten

Grenzwert rg fir x = 0 ersetzen und schreiben:
r=°+rf)+RT -Inz (x<1) (4.74)

Aus dieser Beziehung ergibt sich umgekehrt wegen der besonderen Eigenschaften ho-
mogener Bereiche auch eine Aussage iiber den Verlauf in der Umgebung des Punktes x
= 1. Um sie herzuleiten, greifen wir auf die GiBBs-DUHEMsche Gleichung zuriick (vgl.
Abschn. 4.6.2.), wobei wir uns der Einfachheit halber auf zwei Stoffe beschranken:

d(E—FE)=—-Vdp+ SdT + ndr + npdrp =0 . (4.75)

Wir leiten nach x bei festem p und T' ab (teilen durch dx) und stellen die Glieder etwas

um:

<dr> :_nF<drF> :_nF<dTF) (dﬂfF> ~—ap FL 1y L (a6
dx o n dx o n \drp o dx o TR
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halbdurchlassige Wand
Abb. 4.19: Osmose.

Beim zweiten Schritt haben wir (drp/dx),r mit dep erweitert. Beim dritten Schritt wurde
xp als klein vorausgesetzt und berticksichtigt, da§ dann np/n ~ xp ist, dafl wir in diesem
Falle rf in der Gestalt (13 — r}o) + RT - Inxp ansetzen diirfen und dafl schliefflich zp =
1 — z ist. Aus der Gleichung lesen wir ab, daf§ die r(z)-Kurven fiirt z ~ 1 bzw. zp ~ 0
die Steigung RT haben. Der Potentialabfall einer reinen Substanz beim Zumischen einer

kleinen Menge xr eines Fremdstoffes ist also allgemein

r=r°— RTJZF ($F < 1) . (477)

4.7.4 Osmose, Siede- und Gefrierpunkt verdiinnter Losungen

Das gemeinsame dieser Erscheinungen ist, dafl sie im wesentlichen durch den Potentialver-
lauf in der Nédhe von x = 1 bestimmt werden. Da in diesem Bereich wie in der Umgebung
von z = 0 die individuellen Eigenschaften der Stoffe zuriicktreten, gelten hier recht allge-

meine, von substanzspezifischen Groflen weitgehend unabhéngige Gesetze.

a) Osmose
Wir betrachten ein Gefaf3, das n Mole einer Fliissigkeit enthalt. Wenn man eine geringe
Menge nr eines Fremdstoffes darin auflost, sinkt das Potential r der Fliissigkeit um RT'
xp ~ RT -np/n. Denken wir uns jetzt das Gefafi durch eine nur fiir das Losungsmittel
durchlédssige Wand mit einem weiteren Behélter verbunden (Abb. 4.19), in dem die
Fliissigkeit rein vorliegt. Dann dringt diese wegen des Potentialgefélles durch die Wand
in die Losung. Der Zustrom kann unterdriickt werden, wenn man durch Druckerhohung

auf die Losung den Potentialverlust wieder ausgleicht:
—RT- "4y, Ap=0 . (4.78)
n

Nach Multiplikation mit n folgt fiir den ,osmotischen Druck“ Ap, falls V.= n -V,
das Volumen der Fliissigkeit bedeutet — den winzigen Beitrag Vi - np des Fremdstoffes
vernachléssigen wir — (VAN'T HoFFsche Gleichung):

RT
b) Dampfdruckerniedrigung

Die reine Fliissigkeit mag mit ihrem Dampf (") beim Druck p im Gleichgewicht sein (r
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= 1/). Durch Auflosen eines Fremdstoffes, den wir uns schwerfliichtig denken, wird das
Gleichgewicht gestort, und der Dampf miifite wegen seines zu hohen Potentials an der
Losungsoberfliche kondensieren. Man kann das Gleichgewicht durch Druckminderung
um Ap wiederherstellen, weil das Potential ' des Dampfes wegen des weit groferen
Molvolumens V,, = RT'/p schneller absinkt als das der Fliissigkeit (Ap < 0!):

A
r—RTxF+Vm-Ap:7"'—|—V,7'1-Ap:r'+RT-?p . (4.80)

Da das Glied V;,, - Ap gegen V,) - Ap vernachlassigbar klein ist, folgt fiir die ,,Dampf-
druckerniedrigung“ (RAoULTsches Gesetz):

Ap=—xp-p . (4.81)

c) Anderung der Siede- und Gefrierpunkte
Wenn Ty die Siedetemperatur der Fliissigkeit ist, fiir die also r mit dem Potential
des Dampfes ' bei 1.013 bar iibereinstimmt, dann wird Tk erhoht, falls man in der
Flissigkeit einen Fremdstoff auflost. Um namlich das gegeniiber der Losung jetzt zu
hohe Dampfpotential zu vermindern, kann man, statt den Druck zu erniedrigen, auch
die Temperatur erhéhen — der Temperaturkoeffizient der r-Werte ist ja negativ und fiir
Gase besonders grof§ — (Abb. 4.20):

r— RTxp — S, AT =1' — SI AT . (4.82)

Durch Umrechnen ergibt sich die Siedepunktserh6hung zu

RT

ATy =
K Ay S TF

(4.83)

Meist ersetzt man in dieser Gleichung die Verdampfungsentropie Ay S = S/, —S,, durch

die Verdampfungswiarme® T - Ay S.

Anders als der Siedepunkt wird der Gefrierpunkt T einer Losung erniedrigt. Durch

eine dhnliche ["Jberlegung erhalt man

RT

Tr — _
ATp AngF ,

(4.84)

wobei jetzt AgS die Schmelzentropie bedeutet. Fiir eine 1-molare wafirige Losung be-
tragt ATk etwa 0.5 K und ATr etwa —2 K.

4.7.5 Massenwirkungsgesetz
Wir betrachten eine Umsetzung in einer festen, fliissigen oder gasformigen Losung:

A+B = C+D  baw. Y wA;=0 . (4.85)

Solange AR r < 0 ist, wandeln sich die Ausgangsstoffe um, und deren Gehalt in der Losung

und damit auch ihr Potential sinken, wahrend die entsprechenden Gréfen fiir die Endstoffe
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Abb. 4.20: Siedepunktserh6hung.

steigen. Die Reaktion kommt zum Stillstand, wenn Ag r = 0 geworden ist. Die Gehalte, bei
denen dieser Zustand erreicht ist, lassen sich leicht aus dieser ,,Gleichgewichtsbedingung*
berechnen. Sofern die Konzentrationen gering sind, konnen wir fiir die Potentiale r der

beteiligten Stoffe vereinfachend ansetzen:
r=(°+ry)+RT Inz (4.86)

und erhalten dann
Agpr=Agr(r+r)+RT-Aglnz =0 . (4.87)
Nach Division durch RT und Erheben in den Exponenten der Zahl e entsteht

eArlne _ —AR(r+r{)/RT _ jr (4.88)

K hangt von p und T ab, nicht aber von den x;. Wenn man den Ausdruck links ausrechnet,

erhalt man das bekannte ,, Masenwirkungsgesetz“:

IATB
L TD

=K bzw. z{'-2?-..=K . (4.89)

Statt der x; werden bei Gasmischungen gern die Teildriicke p; = x; - p und bei festen
und fliissigen Gemischen die Konzentrationen ¢; = z;n/V (n = >_ n; = Gesamtmenge der
Stoffe) eingefiihrt.

4.7.6 Losungsgleichgewichte

Bei nicht zu hohen Gasdriicken bzw. bei geringen Gehalten eines Stoffes in einer Mischung
durften wir fiir die Potentiale schreiben (vgl. Abschn. 4.7.2.):

7‘:7“0—1—RT-lnp£ bzw. r=(r°+ry)+RT-Inz . (4.90)
0

Erhoht man x bzw. p um den Faktor «, dann wéchst r in beiden Féllen um denselben
Betrag RT - In«. Wenn wir dies beachten, kénnen wir eine Reihe von Gesetzen und Be-

ziehungen unmittelbar erfassen.

a) Loslichkeit von Gasen

Wenn ein Korper oder eine Fliissigkeit mit einem Gas in Beriihrung ist, dann diffundiert
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Abb. 4.21: Verteilungsgleichgewicht.

dieses solange hinein, bis das Potential des Gases im Innern ebenso hoch ist wie auflen.
Solange der Druck p aulen und der Gehalt z im Korper gering sind, sind beide Grofien
einander proportional (HENRYsches Gesetz):

rT~p . (4.91)

Denn wenn wir den Druck um « steigern, muf}, um die Potentialgleichheit zu bewahren,
auch z im selben Verhéltnis anwachsen. Im Grunde ist noch die Druckabhangigkeit des
r-Wertes fiir das geloste Gas im Korper zu beachten, doch ist dieser Einflufl verschwin-

dend gering.

Verteilungsgleichgewichte
Ganz ahnlich ergibt sich, dal die Gehalte z und z’ eines gelosten Stoffes in zwei
aneinandergrenzenden Bereichen (Abb. 4.21), wenn Gleichgewicht herrschen soll, fiir

kleine z-Werte einander proportional sen miissen (NERNSTscher Verteilungssatz):

x~x . (4.92)

Loslichkeitsprodukt

Ganz allgemein gilt, dafl ein Stoff, wenn er von einer Fliissigkeit umspiilt wird, sich
auszulosen beginnt. Das in dem reinen Losungsmittel a&uflerst niedrige Potential r dieser
Substanz — fiir  — 0 strebt r = (r° +r7) + RT - Inz — —oo — steigt rasch an. Der
Vorgang kommt zum Stillstand, wenn das Potential r in der Losung dem des Festkorpers

r’ die Waage hélt. Dissoziiert der Stoff beim Losen wie beispielweise ein Salz im Wasser:
AB = AT +B™ (4.93)

dann miissen die Dissoziationsprodukte gemeinsam den Ausbreitungstrieb r’ auffangen:
r" = rp +rg. Wird der Gehalt eines Spaltproduktes x4 um « erniedrigt, dann muf3 der
des zweiten xp um « erhoht werden, um das Gleichgewicht zu erhalten — hinreichend

geringe Konzentrationen vorausgesetzt. Das Produkt
xp-xp =1L (4.94)

muf} konstant bleiben. L ist das sogenannte ,,Loslichkeitsprodukt® des Stoffes AB. Uber-
schreitet das Produkt z - zp infolge irgendeiner Mafinahme den Wert L, das heifit,
wird 7a + g > 1’ , dann scheidet sich der Stoff AB zwangslaufig aus der Losung aus.

Wenn ein Stoff in mehrere Ionen zerfallt, dann erhélt L entsprechend viele Faktoren.
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d) Loslichkeit und Temperatur

Die Loslichkeit eines Stoffes kann mit wachsender Temperatur zu- oder abnehmen,
je nachdem, ob das Potential der gelosten oder reinen Substanz, r oder r’ , schneller
sinkt bzw. S, oder S/, grofler ist. Die Entropie ist ja der Temperaturkoeffizient der r-
Werte. Falls demnach die ,, Losungsentropie® ApS = S,,—S/, oder die ,,Losungswarme®“
T - ApS positiv ist — in diesem Falle wird Entropie beim Auflésen aus der Umgebung
aufgenommen —, steigt die Loslichkeit mit der Temperatur an. Zum selben Ergebnis
kommen wir auch, wenn wir den Losungsvorgang als Umsetzung Arein — Agelsst auf-

fassen und eine Kopplung der Laufzahl und der Entropiezufuhr annehmen.

4.8 Einwirkungen auflerer Felder

Wenn man den Einflufl dulerer Felder auf das Stoffpotential beriicksichtigt, lassen sich die
hierdurch verursachten stofflichen Anderungen berechnen.

Als Beispiel betrachten wir die Gasverteilung in der Lufthiille. Da man die Arbeit W,
= M, - g - h bendtigt, um 1 mol eines Stoffes bei festem p und T vom Erdboden in die
Hohe h zuheben, ist r dort oben um M,, - g - h groBer als o am Boden (vgl. auch Abschn.
4.3.3.):

r=ro+Mp-g-h . (4.95)

Gleichgewicht herrscht, wenn der Ausbreitungstrieb iiberall denselben Wert hat. Um die
Zunahme des Potentials M, - g- dh bei einem Hohengewinn um dh auszugleichen, muf} der

Druck p sinken, wobei sich 7 um V,,, - dp bzw. bei Gasen um (RT'/p) - dp &ndert:

T My,
M, -g-dh+ R—dp =0, woraus v = =9 g (4.96)
p p RT

folgt. Integriert und entlogarithmiert man die Gleichung, dann ergibt sich die ,,Barometri-

sche Hohenformel*:

—M,,-g-h
= pg - —n J 4.
P =po - exp ( T ) (4.97)
Ein Magnetfeld H mufl die Dissoziation des Jod-Dampfes
Ih =5 27 (4.98)

begiinstigen, weil es den Umsetzungstrieb der paramagnetischen Jodatome, die in das Feld
hineingezogen werden, gegeniiber dem diamagnetischen Jo, das aus dem Felde gedrangt
wird, erniedrigt. Zur Berechnung kann man zum Beispiel von der Hauptgleichung dE =
—p-dV+H-dM+T-dS+r;-dny+7ry-dny des Gasgemisches ausgehen und (dr;/dH ) prnin,

durch Stiirzen ermitteln usw. .



Kapitel 5

Thermodynamik

Entropieerzeugender Vorgange

In diesem Abschnitt wollen wir die Wechselwirkungen von Entropie-, Ladungs-, Stoff-
stromen usw. behandeln, die man gewdhnlich unter der Uberschrift , Thermodynamik
der irreversiblen Vorgange® zusammengefaf3t. Das begriffliche und Mathematische Gefiige
dhnelt in vielen Einzelheiten dem Denkmodell, das wir unter dem Stichwort , elastische
Kopplung® kennengelernt haben. Ehe wir allgemeinere Systeme erorten, wollen wir uns

wieder an einem mechanischen Beispiel orientieren.

5.1 Mechanisches Beispiel

Wir betrachten zwei nebeneinanderliegende, ebenméflige Quader, die unter sich und mit
der glatten Unterlage durch einen zéhen Schmierfilm von gleichbleibender Dicke verbunden
sind (Abb. 5.1). Die beiden Klotze mogen durch Zugkréfte F' und F’ parallel zueinander
mit den Geschwindigkeiten v = dl/dt und v' = dl’ /dt gleichférmig bewegt werden (I, I" =
Lagekoordinaten, ¢ = Zeit). Wahrend bei dem elastischen Korper die Arbeit der Kréfte

als Energie gespeichert wurde,
dWy = Fdl+ F'dl' (5.1)

Schmierfilm

it
I / N

Abb. 5.1: Entropieerzeugung durch Reibung.
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und bei Umkehr des Vorganges riickgewinnbar war, wird sie hier zur Entropieerzeugung

verbraucht, geht also ,,verloren“:
dw, = Fdl + F'dl’ (5.2)

(W, = gespeicherte Arbeit, W, = verlorene Arbeit).
Die in der Zeiteinheit umgesetzte Energie, die Verlustleistung, eine im folgenden wichtige

Grofle, betragt
dW,

dt
Ein weiterer Unterschied ist, daf die Kréfte nicht von den Lagen [, I’ abhéngen, sondern

P, =

=Fv+ F . (5.3)

von den Geschwindigkeiten, und zwar wegen der Kopplung von beiden zugleich:
F=Fn); F =F(@n) . (5.4)

Bei einer Beschleunigung des Gleitens um dv, dv’ dandern sich F' und F’ um

dF dF )
dF = <dv> dv + (dv,>vdv ,

F’ F’
dF' = (d > dv + <d/> dv’
dv ) dv' ),

Die beiden gemischten Koeffizienten links unten und rechts oben sind wieder wie in den

(5.5)

entsprechenden, frither betrachteten Differentialen (vgl. abschn. 3.1.4.) durch die Kopplung
bedingt, und zwar beschreibt (dF’/dv), , den Einflu} der Bewegung auf die am zweiten
Klotz angreifende Kraft und (dF/dv'), den entsprechenden Umkehreffekt. Damals konnten
wir aus dem Energiesatz folgern, indem wir F und F’ als Ableitungen von E darstellten und
den SCHWARZschen Satz anwandten, dafl die beiden gemischten Mafle gleich sein miissen.
Hier entfallt diese Moglichkeit, weil wir keine dem Energiedifferential entsprechende, F,
F’, v, v verkniipfende Gleichung besitzen.

Trotzdem haben beide Koeffizienten denselben Wert, was sich an dieser Stelle einfach
daraus ergibt, da F' und F’ sich additiv aus der Reibungskraft gegeniiber der Unterlage
und derjenigen gegeniiber dem Nachbarklotz zusammensetzen, wobei die erstere nur von

v bzw. v' abhingt und die letztere allein vom Unterschied v — v':
F=fv)+glv-2), F=h)-gv-2) . (5.6)

Bildet man die fraglichen Ableitungen, dann sieht man, daf} sie gleich sind. Anschaulich
heifit dies, dafi die wechselseitige Kopplung der Klotze gleich stark ist, was selbstverstand-
lich zu sein scheint. Formal bedeutet dies aber zugleich, dafl alle sinnvoll aus F, v, F’, v/
gebildeten Differentialquotienten stiirzbar sind. Denn Voraussetzung fiir die Stiirzregel war
ja, dafl zwischen irgend 2n Veranderlichen x ... z, Y1 ... Yn €in Zusammenhang besteht,

indem fiir die y als Funktion der x die Symmetriebeziehnung

(:lli) B <Z?> (0,5 =1..n) (5.7)
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gilt (vgl. Abschn. 3.2.2.). Wenn man n = 2 setzt und die y durch F, F’ und die z durch
v, v" austauscht, wird erkennbar, daf§ die Voraussetzung tatsachlich erfullt ist.
Die bei einer Bewegung der Klotze beobachteten verschiedenen Wirkungen kénnen wir

wie frither einteilen und durch entsprechende Beiwerte kennzeichnen:

a) Hauptwirkung

Je schneller ein Klotz bewegt wird, desto grofler ist die entstehende Gegenkraft:
dF dr’
—_— 0 —_— 0 . 5.8
(&) =00 (&) - (58)

Bei einer Steigerung der Geschwindigkeit v oder der Kraft F' finden wir, daf§ der

b) Nebenwirkung

andere Quader schneller mitzugleiten beginnt, wenn man die auf ihn wirkende Kraft

F’ konstant halt, oder daf bei gleicher Geschwindigkeit v" die notwendige Zugkraft F’

sinkt: o o JF
v v
<dv>F, >0, <dF>F >0, ( 7 >v’ <0.. . (5.9)

Die Kopplung der Bewegungen ist also gleichsinnig, da das Vorangleiten des einen

Klotzes das des anderen begiinstigt und umgekehrt.

¢) Riickwirkung
Ein Klotz ist leichter oder schneller zu bewegen, wenn der andere frei mitgleitet (F’

= 0), als wenn er festgehalten wird (v = 0):

dF dF dv dv
— — —_— — . 5.10
(dv)F/< <d/U>UI ’ <dF>F/> <dF>’U/ ( )

Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl sich die Kopplung selbst formal und be-
grifflich wie beim elastischen Korper behandeln 1a8t. Das ist kein Wunder, da die zu-
grundeliegende Struktur ganz dhnlich ist, nur daf§ an die Stelle der Koordinaten x die

Geschwindigkeiten v getreten sind.

5.2 Der Onsagersche Satz

Die bisherigen Ergebnisse kann man verallgemeinern. Die Verlustleistung P, in einem phy-
sikalischen System, also die je Zeiteinheit unter Entropieerzeugung verschlissende Arbeit,
zerfallt regelméfig in eine Summe von Produkten aus , Geschwindigkeiten*, , Stromen“

oder ., Fliissen“ v und den sie treibenden , Kraften“ oder ,,Starken“ y:
Py =y1v1 +yov2 + ... + ypvn - (511)

Eine solche Aufteilung haben wir am Beispiel der gekoppelt gleitenden Klotze bereits
kennengelernt: P, = F-v+ F’-v' . Die Summe kann in einfachen Fallen aus einem einzigen

Glied bestehen, wie bei einem elektrischen Widerstand, durch den eine Spannung U den
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Strom [ treibt: P, = U - I. Oft sind die Bewegungen und Strome, die die Ursache fir die
Energieverluste sind, nicht unabhéngig voneinander, sondern beeinflussen sich gegenseitig,

so daf}, die y als Funktionen aller v angesehen werden konnen:

Yi = Yi(v1,02, ..., ) (5.12)

oder umgekehrt. Wir wollen hier nur nichtentartete Falle erortern, bei denen die v ge-
nau dann verschwinden, wenn die verursachten Kréfte zu null werden. Um eine von dem
besonderen Vorgang unabhéngige Ausdrucksweise zu haben, wollen wir sagen, dafl die
Geschwindigkeiten selbst gekoppelt sind.

Den obigen Ansatz fiir die Verlustleistung nennen wir ,,Hauptgleichung* des betrach-
teten Systems gekoppelter Geschwingkeiten und die darin auf der rechten Seite stehenden
Veranderlichen ,, Hauptgroflen, von denen die jeweils in einem Produkt gemeinsam vor-
kommenden ein zusammengehoriges Paar bilden. die Begriffe Haupt- und Nebenmafe seien
ganz wie frither definiert. Wéahrend wir jedoch bei elastischen Systemen an der Stellung
in der Hauptgleichung vor oder hinter dem Differentialzeichen d erkennen konnten, welche
Grofle in einem Glied die Starke und welche die Arbeitskoordinate war, fehlt uns hier ein
entsprechendes Kriterium, da die Faktoren beliebig vertauschbar sind. Gewdéhnlich wird
es aus der Anschauung klar sein, wie eine Groflie einzustufen ist, jedoch manchmal versagt
dieses Verfahren, so dafl eine genauere Begriffsbestimmung unumgénglich ist.

Nun wird P, bei einer gedachten Zeitumkehr negativ, denn die entstandene Entropie
miifite ja, wenn die Zeit wie in einem zuriickgespulten Film riickwérts liefe, verschwinden
und die verbrauchte Arbeit wiedererstehen. Als Folge davon mufi auch in jedem Sum-
manden genau einer der Faktoren sein Vorzeichen wechseln, denn wenn es beide téten,
bliebe das ganze Glied ungedndert. So behalten etwa die vorwartsziehenden Kréfte an den
Klatzen ihre Richtung bei — eine an den Zugschniiren befestigte Federwaage zeigt auch
im riicklaufenden Film denselben Ausschlag — wéahrend die Geschwindigkeiten entgegen-
gesetzt gerichtet sind.

Die Hauptgrofien zerfallen also nach ihrem Verhalten bei Zeitumkehr in zwei Arten:
Variable mit und ohne Vorzeichenwechsel. Diejenigen Groflen, die sich nicht &ndern, sind
sinngemaf als ,,Krafte“ aufzufassen, die iibrigen als ,, Geschwindigkeiten“. In der Regel ist
die Zuordnung selbstverstandlich, nur bei ausgefallenen Gréflen wird man zur Entschei-
dung auf das obige Kriterium zuriickgreifen.

Die wesentliche Eigenschaft der fritheren Hauptgleichungen war es, dafl wir aus ihnen
die Anwendbarkeiten der Stirzregel auf die aus Hauptgréfien zusammengesetzten Diffe-
rentialquotienten folgern konnten. Die neue Hauptgleichung hat dieselbe Eigenschaft auf-
grund eines von ONSAGER gefundenen Satzes, der besagt, dal die Kopplung der in dieser

Gleichung auftretenden Geschwindigkeiten stets symmetrisch ist:

dy; dy; .
— —1,2.... . 1
<dvj>vﬂ, <dvi>vﬁ (6 =12 .m) (5:13)
J 0

Damit sind die Voraussetzungen der Stiirzregel auch hier erfiillt. Allerdings gilt dieser

Satz nur fiir den Ruhezustand, wenn alle v und y verschwinden. Da hier aber Aussagen
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Abb. 5.2: F(v)-Kurve. Abb. 5.3: Leitermodell.

iiber die Steigungen von Kurven oder Fldchen gemacht werden, aus denen man auf die
Funktionswerte in der Nachbarschaft schlieen kann (Abb. 5.2), hat das Gesetz Bedeutung
fiir das ganze Gebiet um den Ruhepunkt, in dem die Steigungen annahernd als konstant

gelten konnen.

5.3 Kopplung von Ladungs- und Entropiestrom

Durch ein Drahtstiick fliefit ein elektrischer Strom I, wenn an den Enden ein Spannungs-
unterschied U vorhanden ist, ein Entropiestrom .J, wenn dazwischen ein Temperaturunter-
schied ¥ herrscht (Abb. 5.3). Gelangt wihrend der Zeit dt die Ladung d(@) vom Potential
¢ + U auf das Potential ¢, so wird dabei im Leiter die potentielle Energie U - d@ frei.
Beim gleichzeitigen Flufl der Entropiemenge dS vom Potential T' + ¢ auf das Potential T
wird entsprechend die Energie ¥ - dS entbunden, so dal die gesamte Verlustarbeit dW,, =
U-dQ+ v -dS betragt. Die Verlustleistung P, = dW,, /dt ergibt sich durch Ableiten nach
der Zeit (Teilen durch dt):

Py=U-T+0-J . (5.14)

Das ist die Hauptgleichung unseres Systems, wobei I = dQ/dt und J = dS/dt den Ge-
schwindigkeiten v und U und ¢ den Kraften y entsprechen. die Strome sind in der Regel
miteinander gekoppelt, und zwar wechselseitig gleichstark, wie wir aus dem letzten Ab-
schnitt wissen, jedenfalls solange sie U und 1 noch proportional sind. Fiir den elektrischen
Strom bedeutet dies zum Beispiel, dafl wir uns im Giiltigkeitsbereich des OHMschen Ge-
setzes bewegen miissen.

Wegen dieser Kopplung, die wir hier als gleichsinnig annehmen wollen — auch der
Gegensinn ist moglich —, ist ein Ladungsstrom gleichzeitig mit einem Entropieflufl verbun-
den, selbt wenn kein Temperaturunterschied besteht. Als Maf fiir die Kopplung kann man
die ,,Uberfﬁhrungsentropie“ € benutzen, das ist die je Ladungseinheit bei unbehindertem
FlieBen der Entropie (¥ = 0) mitbeférderte Menge:

<fl‘;>ﬁ (5.15)

€
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Abb. 5.4: Prinzip eines Thermoelements.

€ hingt von der Art und dem Zustand des Werkstoffes ab und verschwindet am absoluten
Nullpunkt, da die Kérper dort keine abgebbare Entropie mehr enthalten, so dafl auch
keine durch den elektrischen Strom iiberfithrt werden kann. Fiir Kupfer und Eisen bei 0°
C gelten zum Beispiel die e-Werte +1.7 - 1076 bzw. —17-107¢ (J/K)/C. Ein Strom von
1 A braucht hiernach eine Woche, um durch einen Kupferdraht die Entropiemenge 1 J/K
(ausreichend, um 1 cm® Eis zu schmelzen) zu verschieben.

Umgekehrt zieht die flieBende Entropie die Ladungen mit. Wenn man den elektri-
schen Stromstofl verhindert, mufl durch Ladungsstau eine Gegenspannung entstehen, de-
ren Stérke durch den Beiwert —(dU/dv)r—o, die absolute differentielle Thermospannung,
gemessen wird (thermoelektrischer oder SEEBECKeffekt). Dieser Koeffizient stimmt mit e
iiberein, wie man durch Stiirzen sofort zeigen kann. Die gesamte, in einem ldngeren Draht
auftretende ,, Stauspannung® —U erhélt mann durch Summieren der Teilspannungen —dU
= €-dT" an allen Teilstiicken:

End.
U = e(T)dT . (5.16)
Anf.

die Integration ist notwendig, weil € von T abhéngt und bei gréfleren Temperaturunter-
schieden zwischen den Enden T nicht mehr als konstant gelten kann. Dafl e und damit auch
die gesamte Thermospannung —U je nach Werkstoff verschieden ist, wird zum Bau von
Thermoelementen ausgenutzt (Abb. 5.4). Gemessen wird der Unterschied der Stauspan-
nung in zwei Leitern. Zu beachten ist, dafl auch in den Zuleitungen Thermospannungen
zu erwarten sind, so daf} in ihnen Entropiestrome flieflen.

Unterbindet man den Entropieflul (J = 0) in einem Drahtstiick (Lange I, Querschnitt
A), dann wird das Stromen der Ladungen erschwert, der elektrische Widerstand steigt.
Den Zuwachs AR gegeniiber dem Wert R = (dUd/dI)y bei freiem Entropieflufl (¢J = 0)
konnen wir nach bekanntem Muster berechenen (Riickschneiden auf ¥, I):

an=(57),- (), (), (@), -5 oo

G = (dJ/dVY)r ist der Entropieleitwert im stromlosen Zustand (I = 0). Tabelliert wer-
den nicht R und G, sondern der spezifische Widerstand p (R = p-1/A) und die Wéarme-
leitfahigkeit® A, das T-fache der Entropieleitfdhigkeit A (G = A-A/l). Fiir einen Eisendraht
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Abb. 5.5: PELTIEReffekts. Abb. 5.6: Stromungsspannung.

bei 0° C (p = 8.6-107% Qm, A = 0.30 W/K?m) betrigt der relative Unterschied AR/R
= 1.1%; die thermische Riickwirkung ist also betrachtlich.

Thermische und elektrische Leitfahigkeit, A und v = 1/p, sind tibrigens fiir Metalle
einander proportional, weitgehend unabhéngig von deren Art, Zusammensetzung und der
Temperatur(!)

A~y (WIEDEMANN-FRANZsche Regel). (5.18)

Flieft ein elektrischer Strom I durch die Beriithrungsfliche zweier Leiter, bei denen die
Kopplung im ersten Leiter (') geringer ist als im zweiten (”), dann kiihlt sich die Uber-
gangsstelle ab, weil mehr Entropie wegbefordert wird als herangetragen (PELTIEReffekt).
Bei umgekehrter Stromrichtung erhitzt sich die Stelle (Abb. 5.5).

Die bei konstanter Temperatur im ersten Falle von auflen zuflieende Entropie J ergibt
sich aus der Differenz der in den Leitern mit dem Ladungsstrom beférderten Entropieein-
fliisse.

J=J"-J=("-T1 . (5.19)

Bei einer strengeren Behandlung der thermoelektrischen Erscheinungen mufl man be-
achten, dafl die Ladungen an die Elektronen gebunden sind und dafl deren Potential nicht
nur durch ¢ allein, sondern wie bei einem Stoff auch durch die materielle Umgebung mit-

bestimmt wird.

5.4 Weitere Beispiele

Es gibt nun eine ganze Reihe anderer Fille, in denen Strome merklich gekoppelt sind. So
beobachtet man beim Hindurchpressen von Wasser durch einen feinporigen Koérper, dafl
sich zwischen Ein- und Austrittsstelle ein Unterschied des elektrischen Potentials ausbil-
den kann (,,Stromungsspannung®) und dafl umgekehrt das Wasser aus dem durchfeuchte-
ten Korper abtropft, wenn man einen Ladungsstrom hindurchschickt (,,Elektroosmose*).
Zur rechnerischen Behandlung betrachten wir besser die in Abb. 5.6 gezeigte Anordnung.

Durchdringt die Wassermenge dn die Wand, dann wird die Energie Ar - dn frei, wenn Ar
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den Unterschied der Stoffpotentiale auf beiden Seiten bedeutet. In der Zeiteinheit wird
demnach die Arbeit Ar - J, verschlissen, wobei J,, = dn/dt den Stoffflul darstellt. Um
die gesamte Verlustleistung P, zu erhalten, sind noch die elektrischen Verluste U - I zu

addieren, so dafl die Hauptgleichung lautet:

Py=Ar-J,+U-IT . (5.20)

Die Berechnung einzelner Beiwerte ist dann wie iiblich moglich. Da hier iibrigens Ar
= Vi - Ap ist (vgl. Abschn. 4.3.3.) und V,, - J,, das in der Zeiteinheit durch die Wand
dringende Wasservolumen v beschreibt, kénnen wir den Stoffflufl auch als eine durch das

Druckgefalle getriebene Volumenstromung v auffassen:
P,=Ap-v+U-I . (5.21)

Eine Kopplung zwischen Stoff- und Entropieflufi kann man in dem in Abb. 5.7 gezeigten
Versuch beobachten. Die im Innern der elektrisch geheizten Tonzelle entwickelte Entropie
verursacht beim Durchstrémen der Zellenwénde eine entgegengesetzte Wanderung der Luft
durch die Poren (KNUDSENeffekt). Verschliet man das angesetzte Rohr — es gentigt, das
Rohrende etwas tiefer einzutauchen — dann staut sich die Luft im Innern, bis ein sich
aufbauender kleiner Uberdruck den Stoffstrom zum Stehen bringt. Die Hauptgleichung fiir
die Vorgénge in der Tonwand lautet, wenn man beriicksichtigt, dafl Luft ein Stoffgemisch
ist,

P,=AT-J+Ary-Ji+Arg - Jo + ... (5.22)
Mit Hilfe der Kopplungsvorstellung konnen die moglichen Effekte leicht vorhergesagt und

auch berechnet werden.

Die Ubertragung der Gedankengénge und Rechenverfahren auf verwandte Erschei-
nungen wie Thermodiffusion, Membranpotentiale, negative Osmose usw. sollte keine

Schwierigkeiten mehr bereiten.
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